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第 一 章 ” 相 对 运动 动力 学 


用 分 析 力 学 的 理论 与 方法 研究 力学 系统 的 相对 运动 动力 学 。 
不 仅 可 在 表 现形 式 上 渤 到 统一 ， 而 卫 对 复杂 系统 显示 出 优越 性 。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 研究 谍 体 欧 运动 签 分 方程 、 和 被 载体 的 相对 
运动 微分 方程 、 相 对 平 衔 、 刚 体 的 相对 运动 以 及 藻 于 应 用 ，。 

本 世纪 初 ，Whittaker 研究 了 爱 尺 速 转动 约束 的 完整 系 统 
的 Lagrange 方程 rT1]。 六 十 年 代 ， 苏 联 著名 力 学 家 JIY pee .AA. 
自在 他 的 著作 "分析 力 学 "中 研究 了 完整 系统 的 一 般 相 对 和 运动 动力 
学 5 ”1 。 近 年 ， 人 们 在 将 [1-21 中 的 结果 推 疡 到 非 完整 系统 方面 也 
向 了 不 少 工 作 53-85。 


$1.1 载体 运动 微分 方程 

1. ”问题 的 提出 ”我们 研究 一 质点 系 ， 它 由 一 个 团体 ( 截 体 》 
iY 个 质点 {被 载体 ) 组 成 。 被 刘 体 相对 于 与 载体 相同 联 的 坐标 系 
ox'y'z' 的 位 置 击 和 个 独立 的 广 光 学 宗 8.0s 一 1，…， 生 来 确定 。 
研究 这 样 系统 的 运动 可 提出 两 类 问题 。 第 一 ,载体 运 动 是 已 知 
的 ， 和 需要 确定 被 谎 体 的 运动 ， 并 且 假 定 被 载体 的 运动 不 改变 载体 
事先 给 定 的 过 动 规 律 。 当 载体 质量 过 过 大 于 被 载体 质量 时 ， 被 载 
体 对 载体 运动 的 影响 可 以 忽略 。 反 之 ， 则 不 然 。 秽 如 ， 在 研究 陀 
疙 运动 时 ， 它 对 地 球 运动 的 影响 可 上 略 去 ,但 地 球 运动 却 大 大 影响 
陀螺 的 运动 。 当 然 ， 载 体 的 运动 茧 靠 外 力 来 保证 ， 第 二 ， 更 一 般 
的 情形 是 载体 运动 规律 未 敌 ， 需 由 考虑 到 被 载体 来 确定 。 此 时 系 
绪 的 位 置 一 般 由 # 十 6 个 参数 确定 ， 

对 网 种 情形 ， 系 统 运 动 的 确定 可 采用 同一 方法 ， 并 呈 第 一 种 
情形 可 出 第 二 种 刁 廊 用 简单 地 丢掉 称 之 为 栽 体 运 动 方程 的 某 些 廊 
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十 和 六 
一 六 -Qo K! 《1.1.67 
当 泥 侣 动能 ， 闪 中 @; 为 钥 对 动量 的 主 人 多， 下 ?为 机 对 动量 对 极 
点 0 的 主 抠 ， Ts 工 位 灶 于 施 定 载体 运动 的 量 Co， 人， 也 优 赖 于 
让 载 体 的 相对 这 动 。 了 am 是 广义 速度 gs 的 线性 函数 。 
最 后 
了 -一 三 5 


二 性 对 运动 的 动能 ， 乱 征 广 区 速度 的 二 该 是 数 。 
天 。 载体 运 去 动 微分 方程 用 voy 和 cl (f= 1, 2 ， 37 表 记 矢 


量 To 和 | 在 与 载体 滑 联 的 坐标 系 OX! 多 2 工 的 投影 。 根据 为 确 


定 载体 运动 的 参数 选 起 ， 系 统 的 动能 了 不 依赖 于 广 闵 坐 秆 。 和 于 
是 可 将 运动 微分 方程 分 成 两 组 ,一 -组 是 对 准 速 度 v。,，&%4 的 方 
程 ， 即 与 动 轴 理 论 相 忆 的 方程 1 ， 或 称 为 Euler-Lagrange 方 
程 ; 一 组 是 对 广 记 举 杯 9; 的 Lagrange 万 程 ， 

出 (4.1.2) 和 (1 .1.3) 知 ， 系 统 任何 点 对 的 虚 位 移 为 


gr 一 ru 二 Or 一 ro ), Stdqs +0xr' 《1-1.7) 
a=1 7" 


这 里 日 为 载体 的 无 限 小 转 量 矢 是 。 吉 在 载体 和 被 载体 上 所 有 生动 
力 在 系统 虚 位 移 上 的 元 功 为 
6’ A= TF, Or, 


=V .rth m+ 》9,59g， (1.1.8) 
其 中 六 二 区 忆 1 为 其 有 主动 力 的 计 打 ,mm' 二 人 rixF， 为 所 有 主 
动力 对 极点 9 的 主 矩 。 
现在 组 成 对 准 速度 ef， ay 的 了 uler-Lagrange 方程 。 因 


-> 不 依赖 于 淮 速 度 ， 有 
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其 中 襄 ，j'，' 为 动 系 ox'¥'z' 轴 府 单 位 所 量 ， 下 和 


37 * 


dro 


一 Ji(pol 十 所 se 一 如 sye) | 
Ho) | (1.1.10} 
1 
vst oe Ooxe) 
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其 中 xw。，Js。，25 为 整个 系 绽 奈 属相 对 侍 标 系 0x'y'2' 的 坐标 . 
类 做 地， 市 


生 4 单 


1 " r 
95 — Mv so) +O OHO ms +030 


了 ， : 
9 = (vo — on) ton to m0 +0 os 


die  ，，， 
dws = wv ev To od mt ds ms 


(1.i.i1) 


其 中 日 为 惯量 级 是 在 5 点 的 分 量 。 如 前 耐 指出 的 ， Ye，4e， 
-名 ， 人 
由 (1.1.6)， 有 


ar nn Li 337。 ， 
duo = CO Hiv, doa =0Q .= My, 
Tm ， 
dr Qe (1.1.12) 
:以 及 
dT - 号 了 aT 加 
dm Re: do ?22 aa Krs (1.1.13) 


Euler-Lagrange 方程 和 肥 与 白 由 刚体 问 样 的 形式 , 即 和 1 


3 27 of of _ 
d+ duor Ovos Os duo 1 (1.1.14) 
4 37 af 7 of 
dt dm, 296 "a02 Troops 
7 
0 =—m 《1.1.15) 


将 (1 .1.10) 和 {1.1.12) 代 入 方程 (1 .1.14)， 得 到 
M{bor 十 (oszo 一 人 835) 十 (os 和 0 一品 3 鸭 ) 
(lovos— Doo) OO Ye Dx, ) 


“OatDaxe— O10) NTO 0) = 
(1.1.16) 
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其 他 两 个 方程 由 指标 1，2，3 轮换 而 得 到 。 这 三 个 方程 写成 儿 午 
形式 如 下 

MD OXU TON TO CO XT 0 rT, 

十 了 一 六 C1.1.17) 

它 表 示 系 统 项 心 运 动 定理 。 括 学 中 的 项 石 是 系统 质心 的 绝对 如 速 
度 a。。 其 中 有 率 连 加 连 度 

qv OXUTONT, tox(OXr,) (C1.1.18) 
式 上 中 前 两 项 为 极点 如 速度 ， 第 三 项 为 旋转 加 速度 ， 第 四 项 为 向 心 
加 速度 。 因 劲 系 . 载 体 癌 联 ， 动 系 有 与 载体 同样 的 角速度 ， 故 


砚 一 轴 十 由 叉 加 一 各 (C1.1.19) 
(C1.1.17}) 中 第 于 项 汶 Coriolis 加 速 谋 
a —20 Xr (C1.1.20) 
而 最 后 一 项 为 相对 如 速度 
av= 7; (1.1.2:) 
相对 速度 和 相对 如 速度 按 下 式 计 算 
0 
(1.1.22) 


现在 研究 载体 运动 的 第 二 组 方程 。 将 (1.1.10) 一 (1.1.13) 代 . 
入 (1.1.15)， 并 简化 得 
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到 总 和 


一 加 2 一 2 站 加 8 一 站 12 和 {1.1.23) 


其 他 两 个 方程 用 指标 1，?，3 轮换 得 到 。 这 三 个 方程 可 写成 矢量 
形式 


。 可 兴 
0° +: w+ x oF KitoxKu 
市 
Mr x(vo toOve)=n" 


(C1.1.24) 
我 们 娩 疆 变换 11.1.243。 慨 量 张 量 定 这 光 
Br mr Erir:) C1.1.25Y 
赦 有 
匡 二 " ” 
8 一 2 》 oT Er dr re 1 ore ey 
4 下 八 1 dgs Ags 2 do ') 
{1.1.26 
于 是 
0 站 : 网 .dr; 
86°.0OxKt=? 中 局 
全， 1 OO 
1 ar， = 1 上 3r， 
一 一 全 一 站 | 
2 dq * 2 4 09s 
3 有 
方 名 TY 
+ 三 Xt 3 
一 2 Vg, smr x (oxat) 
i dd 
#71 
- 本 
:一 Li | E 
2 EmiTe XO KT) 《1.1.27》 


如 将 方程 (1.1.24) 左 边 这 两 项 移 至 方程 的 右边 , 它 可 当 作 Corie- 
iis 惯性 力 的 抑 


岳 1 一 一 8 .OO—O XK! (1.1.28Y 


这 个 力 害 是 加 在 载体 上 的 ， 它 出 与 其 相 联 的 说 载体 的 相对 运动 引 
起 ， 


用 (1.1.17) 由 (1.24) 中 可 消去 极点 各 速度 ， 结 果 有 关 隶 


Qe OFOxg om +me,:— Ks (C1.1.299 
这 里 8 为 在 质心 的 福 域 张 晨 - 
8 一 日 "一 用 (EF :rT —r rT.,) (1.1.30) 


半天 * 表示 相对 到 量 在 质心 的 主 矩 ， 有 
Ke=K?_ Mr, xr, 


(1.1.31) 
并 用 证 Sr 表示 Coriolis 惯性 力 对 质心 的 矩 ， 有 有 
ie be -OxK° C1.1.32Y 
量 后 ， 用 rR* 表 示 主 动力 对 不 心 的 主 淖 ， 即 ， 
m= rxV {1.1.33) 


当然 ， 如 时 极点 与 质心 避 重 台 ， 那 么 方程 (1.1,29) 可 直接 由 
《1.1.24) 得 到 。 

这 样 ， 我 们 解决 了 第 一 类 问题 一 一 组 成 载 檬 的 送 动 方程 组 
11.1.17) 和 和.1.24) 或 11.1.17) 和 (1.1.29)。 

上 还 方 程 经 不 封闭 { 它 包 食 广义 泽 标 gs 为 参数 )， 为 了 有 求 散 
还 必须 联合 被 载体 的 相对 运动 方程 。 当 然 ， 在 没有 相对 运动 的 情 
形 ， 方程 (1 .1.17) 和 (1.1.24) 与 则 体 运动 方程 祖 合 。 

还 需 注意 ， 如 时 载体 有 一 点 相对 慢性 坐标 系 作 名 束 直 线 运 
动 ， 取 该 点 为 极点 ， 则 方程 (1,1.24) 中 在 边 壤 后 一 项 为 淮 ， 这 时 
载体 运动 可 当 作 绕 定点 0 的 转动 。 运 动 方程 有 形式 

0. 局 十 加 六 8a 加 十 县 8 一 8 十 8 (1.1.34) 


4， 说 明 侧 子 ” 汶 说 明 载 体 运动 方程 的 应 用 ， 我 们 举 一 简 单 
例子 。 

质量 为 凡 、 半 径 为 > 的 把 质 罗盘 ， 其 质心 o 以 速度 吧 s 沿 与 
贺 扒 平面 相 垂 直 的 国定 轴 oy 运动 ， 贺 查 又 以 季 速 度 中 绕 轴 oy 
运动 。 在 加 盘 上 在 一 过 质心 的 光 温 图 管 ， 答 内 有 一 质量 为 m 的 小 
球 。 试 建立 载体 的 运动 被 分 方程 (图 1-1)， 
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特 忆 上 各 式 代 入 {1.1.35)， 得 到 
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这 矢量 方程 可 写成 三 个 标量 方程 


m( q 一 go 站 一 三 ， | 
CH+mivo—=r, | (1.1.36Y 


— pid ci 十 280)= 一 3 


其 中 矿 ， 太 > ， 严 :为 外 力主 拓 克 在 到 天， 天 :方向 的 投影 . 
系统 转动 方程 为 (1.1.24),， 是 ! 
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现 计 算 (1.1.3 站 中 省 项 。 我 们 有 

ol Porer 1 27r ar ! 于 

= Mr i 十 了 rr 了 7 十， 好 r kK’'R' 

4 
ma +rma kk’ 
oO (LM tmgr 


eT eA 
» : 
日 8 。 人 一 2 中 下 亲本 


1 看 1 是 
0 x .0 一 [一 过 3irs 下 人 二 4 2 


二 maTi’k')-.w7!=n) 
:+ 10 


Ki=0 
(CHM+Fmr, XC(Votoxvo) 
其 二 
一 (NH 十?) - i Xv t=mavok' 
将 上 述 符 式 代 入 [1.1.37)， 得 到 


(二 ar tmaq oj tamgyi' me vk! = 


将 其 投影 于 2'，j’'，k' 上 ,得 
0=m' 
(FMr’ +ma’)o 二 2nd = m2 \ {1.1.38¥' 
mq Do = | 
$1.2 被 载体 相对 运动 微分 方程 
1. 被 载体 相对 运动 方程 ”我 们 由 绝对 运 吕 的 Lagtange 方 、 
程 出 发 来 推导 相对 过 动 的 Lagrange 方程 ， 并 出 骨 各 项 的 力学 间 : 
bp 
设 补 载体 在 载体 上 的 位 置 出 # 个 广 秘 洁 标 gels 二 1 2,，…* 
确定， 绝对 运动 的 Lagrange 六 程 为 
eT ee) 二 ET 十 ET 一 已， (s 一 1， 之 ， ry ?1) 


{1.2,1) 
其 中 


并 Euler 算 洒 :，。 
首先 计算 第 一 项 。 媳 连 运 动 动能 了 。 不 依 炉 于 广义 速度 Gev 
天 此 


于 是 


其 次 计算 第 二 


£0 (oT 


— YU 0 


Arc 


39， 


d+ 


+- 
dre 


tox 
Oe 


es rr, -ar: 
(7,) dr ga 


gs (Co " 


+M(Vo XO) .9 


中， 二 全 8。 不 家 辆 了 gs fh 让 ，， 
0 人 心 .) 一 Tn 


d Dr 


09s 


WW )= MDTOX Do). 


一 -一 TS 


站 
= HU " 


wal: 


. 90° 


{9 


ATs 


村 
> 


二 “ esfter) 


[ 


十 性 客 , 


34 


_3r， 


ad， = 


rr 
A 


ar, 
A 


一 必 


ars 
ad。 
ar, 


_ ¢ 


dg。 


天 娠 人 虽 不 依赖 于 gs 利 9。， 丁 是 有 


of K=O 。 


60. oOKr 


ds 


i2 : 


gd 
Of 


一 十 如 。 


+ + es(K?) 
( d aK 


_ak. 
df pp 


i ) 


dds 


和 rr 
‘Estre) 


(1.2.4) 


-0 , AK! 0 . (EE) ox 3 一 | 


pu OFs ods dgs 
但 
aK i 
和 。 (© X -5 )= 0 
这 样 
es(@D . Ki)=w. Sto .esto) (1.2,5) 


这 星 * 号 表示 Euler 算 子 中 对 时 刘 的 导数 运算 是 在 与 夫 体 固 联 
的 生气 中 进行 的 ， 


改 分 方程 (1.2.1) 可 写成 形式 


es TIO A VEO XV,) 2 


gs 
1 988 " aK! s/n 
T0000. eK! 
十 二 . 3, TR CK?) 
《1 .5.6 


现在 研究 方程 (1. 2.86) 右 边 各 项 及 其 力学 意义 。 揪 量 
Sr= Hv = 0+ Xo) 《1 .2.7 修 
作用 在 系 统 质 心 上 ， 可 称 为 平 动 运动 惯性 力 ， 


量 
QI=S°. 9. (VtOXD, ) re 
dis dy, 


dg on 0 "To (1.2,8) 
为 平 荡 运 惑 的 广义 棋 屁 力 ， 诈 标 积 
五 "一 NM (vo OXYV}: {1.2.9): 
可 作为 这 些 力 的 均 义 力 场 的 势能 。 


入 这 度 氛 注 涉 的 二 


H°=— O00 .0 (1.2.10) 
可 称 为 离心 四 质 能 ， 而 站 
。 77”__ 1 9 
De 一 一 9 :- jo .0 .eo 
3 0- (1.2.11) 


开放 讽 旋 力 四 
现在 研究 方程 人 1.2.6) 罗 最 后 两 项 ， 实 打 设 有 劳 力 特 性。 丙 


E23 
Ky= Omri xri= 9 Ymrixart (1.2.12Y 
2 gl 四 让 让 本 


DE 


4 Nm + 

ye Dar x a 
Os - A 

i 


= Ym 0 xXr)-. drs 
# 


pop 
天 其 
SS 一 一 ff XT 们 《1.2.137? 
是 不 点 旋转 慌 竹 力 ， 国 还 
2 "ak! : ， 
名 一 一 心 。 3 和 (xmtr 信 和 (1.2.14) 
-是 广义 旋转 钊 性 力 。 


由 (1.2.12)， 丰 有 


名) = 》， 0 bm (ot x 3 x 2 


dgrdos 
Ks SR ar; ar; 2 
Lr yo Oi 医 坟 x drs 
39。 性 Dm: rE 


滑 比 


mn 14 二 


Oet(K)=— i De X9Y 


7 * 93, 
(1 .2.15) 


而 这 个 雪 达 式 有 阿 种 解 便 ， 具 一， 为 广义 Coriolis 赁 尾 力 


OKRA 一 2o Dnrix gt 
= Dm oxri) -二 (1.2.16) 
—» 可 二 成 广 交 陀 焊 力 J 开交 zr 
-Oe(KO=Te yond 0 .2.17) 
带 有 陀螺 系数 
| -mn ori Or 1 一 4 [rs 
pb Dm, 30 ~ go 1 fl .2.18) 
将 (2. 的 、(1.2.107、(1.2.14) 利 (1.2?.177 代 入 方程 人 1 .2. 
oR 
oT)=Qs ~ TI +I") HQT, (1.2.19) 


fs 二 1.2，…， 和 仁 ] 

. 方程 (1.2.1 人 的 左边 仅 依 束 于 确定 被 载体 相对 载体 的 位 置 和 
运动 的 量 。 和 加 上 一 些 宕 征 载 
悚 运动 的 得 多。 

如 果 载 体 汉 动 末 知 ， 那 么 方程 (1.2.19) 应 与 方程 (1.1.17) 和 
《1 .1.24) 一 起 来 研究 。 我 们 得 到 # 十 6 个 微分 方程 ， 其 中 有 对 广义 
坐标 9 1,9z,…，9s 的 # 个 二 阶 方 程 和 对 淮 速度 wors，or 的 六 个 
一 阶 闻 程 还 要 联合 六 个 与 载体 广义 坐标 和 应 的 广 闵 如 人 用 准 速 
并 表示 的 方程 。 


* 1B " 


涩 载体 运动 给 定时 ， 只 要 研究 方程 (1 .2.19)。 
2 各 特殊 村 如 时 载体 作 平 动 ， 风 有 


HH"=Q "=r,=0 (1.2.20) 
于 是 并 程 届 .2.1 成 汶 
9 
gs( 了 -) 一 怠 。 ga, (1.2.21} 
地上 加 天 栖 作 定 点 运动 ， 可 取 国 定点 为 概 点 ， 于 是 有 
HH"=0 (1.2.22) 
而 方程 (1 .2.1 介 结 山 
eT QS +OItT, 【1 .2.23) 
如 末 : 线 体 作 空 轴 宁 束 二 动 ， 和 我 牛人 这 
末 "= 一 Qs 一 0 (1.2.24} 
于 是 方程 .2.19) 给 同 
Es 一 一 <- -十 Ps 【t+ . ,25 
如 果 取 定 轴 六 0zC0z)， 则 
1 一 一 上 oz2y me! ty!’) 
mn ,1 Ax .dys 
ro dm: 9， 时 | 
于 是 (1 .2.25) 给 出 
dx OPE 
Bae (7 ,)= 已 ， 二 (< ty 
o 。 Mxs Dy 
上 2 3 一 #22 ) 《1 .2 .26》 
了 能 是 方程 ”我 们 将 广 交 力 人。 分 砍 两 部 分 ， 


QO 二 +s 
a L166 ， 


其 中 Q; 为 有 势力 
:__ an 
0: dgs 
Qs 为 非 势 力 。 于 是 方程 (1,2,19) 可 写成 形式 
d 
和 区 一半 Qt.+Q; 《1.2.27》 
其 中 _ 
区 ,一 了 ,一 及 一 玖 "一 末 ” 《1 .2.28 
pa and 3L. 
我 们 方程 (1.2.27) 来 计 代 (站 给: $s:—L 2 
我 们 者 
d A 
DE Dor ro 
-+ > Qs, (1 .2.29} 
由 亲 , 的 性 质 ， 有 ” 
》 Pu 一 0 《i .2.30} 
s=1 
于 是 
df aL, ; ， 
所 > 对 多 名. 一 一 I 
(1.2.31》 


方程 (1.2.31) 可 称 为 能 量 方程 。 
妇 果 元 . 不 显 售 时 间 二 非 势 力 为 陀螺 力 或 不 存在 , 且 @ = 0， 


则 有 广义 能 量 积分 


DA 一 上, 二 二 const (1.2.32) 
04s 


31.3 相对 平衡 
1.， 问题 的 提出 设 
qs 一 如 0 一 Caonst (s—=1t, 2, mm, n) 1.3.1) 
琵 被 载体 将 机 对 下 衡 位 置 。 当 研究 被 载体 相对 平衡 时 ,自然 提出 下 
述 问 题 ， 载 体 人 怎样 运动 才 存 在 相对 平 守 ， 如 何 确 定 可 能 的 相对 平 
奖 位 置 ， 什么 样 的 相对 平衡 位 置 是 稳定 的 ,什么 样 是 不 稳定 的 ,我 
们 腿 于 研究 载体 的 这 种 运动 载体 上 任何 点 和 铭 加 速度 ， 对 于 苯 栽 
体 园 联 的 轴 系 来 说 ， 其 大 小 和 方向 都 下 改变 。 目 刚体 主 返 的 各 速 
彰 分 布 得 知 
作 一 人 0 十 向 X( 人 站 全 十 向 一 性 
国 此 ， 极 点 的 如 速度 a。 和 载 休 第 速度 @ 对 载体 说 来 大 小 和 方向 
保持 常数 。 我 们 还 假设 ,方程 (1.2.19) 中 前 让 义 力 日 不 依 六 于 
时 间 ， 
2. 相对 平衡 方程 ”在 彼 载 体 柑 对 平衡 时 ， 广 义 相 对 速度 
立 和 广义 相对 加 速度 9。 等 于 零 ， 因 此 ， 相 对 运动 动能 了 ,和 陀螺 
力 PP。 也 等 于 零 。 此 外 ， 根据 对 载体 运动 所 作假 设 ， 广 义 疙 转 惯 
性 力 Q? 也 等 于 零 。 
由 方程 (1.2.19) 得 到 广义 坐标 &? 满足 方程 
Q, 一 呈 (五 "十 万 一 0 (1 .3.2) 
在 方程 (1 .3.2) 中 
HH=Mao:7r;, JH"—— 于 加 0 .0 (1.3.3) 
矢量 7。 和 张 量 8° 依赖 于 未 知 坐 慰 49， 
如 条? 个 方程 (1.3.2) 有 解 (1.3.1)( 一 个 或 见 个 )， 那 么 就 确 
定 了 相对 平衡 位 置 。 相 对 平衡 位 置 的 稳定 性 可 按 运动 禾 定 性 的 通 
» 1 。 


{5=], 2, "+, tp) (1.3.8) 
也 及 
ents (Ti)= > >》 ml, mr; mitom in =0 
=1 r=1 
(f=!1, ?2, 7, Hp—m) (1.3.9) 
陀 操 旋 汶 


LD 
下 
在 相对 平衡 下 ， 市 
有 一 》 Vom rf. (8=1, 2 7 《1.2.10) 


i=+i 


Tri PY Ynrim snre Cig nm) (1.3.11) 
将 {1.3.8)、(1.3.9)、 .3.1 人 0) 入 (3. 代入 .3.4) 和 和 
《1.3.5) 并 注意 到 Q? 二 0， 便 得 到 相对 平 壬 方程 


看 一 赦 天 一 起 
1 mh T™ TT ' 
PD ye mt 
2 Sr 
f=1 F=1 


一 .9 (4 ， 一 :站 
3 )+ > om 


(5s=1, 2, '"+, 1) (1.3.12) 


和 一 


pms my 站 全 一 1 2 (1.3.13》 
Eo1 


由 此 可 确定 q3(s 一 1，2，…， 1m) 及 和 ==[，9， 


;Hh , 


。 90 : 


{8=1,2,." ,1) (1.4.7) 
ee 有 


3 一 2 “Qto >" i : 


2 . 搜 载 体 相对 运动 微分 方程 的 Appell 形 式 力学 系统 绝对 
和 运动 的 炉 染 并 能 类 为 


So hmed,e aia (1.4.9) 


其 中 
da=0r ae dro C1 .44,10 
为 系统 中 点 的 绝对 加 速度 ， 率 注 如 速度 为 


qaio=Vo OX Tox (Oxr') 


.1.11 
Coriolis 加 速度 为 
de=20 XD,. (1 ,4,16 
因 Q4e 和 a ;sc 中 不 合 g,， 让 
da sma - Ore 
da dds 


愤 
=— fo * 90s.. 


dos 
99， 
tEm{v toOxXritox (Ox) 

39.. 
DT ， 
“一 四 
Famx re 《1.4..3) 

其 中 
Sm Ema Or, (1.4.14) 
2 


4 OF " 


为 相对 运动 的 加 速度 能 量 。 . 
绝对 适 动 的 Appell 方 程 为 


9 oO, (s—1l, 2, "**, 7) 《1.4.15》 
3 9。 


将 (1.4.131 代 入 (1.4.15)7， 得 到 


do 一 各 — Em 0 。 rs Sm, (pxr] , drr 
3 “ dds * ' dds 


2Zmlox (xr )] 。 Ot Tima xT) ， Or? 
(s=1, 2, "+，#) (1.4.18) 
注意 到 (1 .2.9)、(1.2.10)、(.2.14) 及 (1 .2.16)， 则 方程 (1 .4、 


_ a HH 主 
5 aa. 十 吾 ”) 十 名 3 十 也。 


(s=1, 2, **, n) [1.4,17》 
这 就 是 相对 运动 被 分 方程 的 态 ppell 形 式 。 


31.5 被 载体 相对 运动 微分 
方程 的 简单 应 用 


为 说 明 被 载体 相对 运 吉 逢 分 力 程 的 应 用 ， 我 们 举 两 个 比较 笨 
单 的 例子 . 

例 1 在 浪 木 A8 上 一 点 〇 挂 一 物理 种。 试用 绝对 运动 的 
Lagrange 方程 和 相对 运动 的 Lagrange 方程 建立 物理 欣 的 相对 
运动 微分 方程 ， 并 研究 其 否 存在 广义 能 量 积 分 ? 

[ 解 ] 设 浪 水 48 的 运动 由 角 88 确定， 并 已 知 8= 扩 办。 物种 
摆 想 对 浪 木 的 运动 用 骨 多 描述 ， 其 质心 忆 咀 莫 挂 点 为 1， 质 量 瘀 

对 质心 的 回转 六 径 为 图 1-2)， 


* 


d 37,， 37- -oO 3" {1.5.7) 


fo 一 


di ,gy a oF 
物理 控 让 对 运动 为 定 轴 转动 ， 有 
T ,=m(k 17) 9p? (1.5.8) 
又 
-= v, - ma (1.5.9) 


vo= ldsing+ eosni Flo (foosg— Faing) i’ 
re=icosgPi' isingij' 
其 中 i'，3' 沁 ox'，oy' 方 向 单位 所 量 ， 因 此 ， 布 


如，， mse 一 milatjicos(e —0) + Orsin(P—0)) 


{1.5.10) 


将 (1.5. 拉 、f1.5.10) 及 (1.5.3) 代 入 方程 (1.5.77， 仍 得 到 
方程 (1 ,5.6)， 
从 以 上 计算 春 出 ， 直 接应 用 相对 运动 的 Lagrange 方程 来 建 


并 相对 运动 动力 学 方程 可比 应 用 绝对 运动 的 Lagrange 方程 方便 
些 。 


最 后 ， 我 们 来 研究 问题 的 广义 能 量 积 分 是 否 存 在 的 问题 ， 虚 . 
人 .的 表达 式 (1.5.8) 知 ， 它 是 PP 的 齐 二 次 式 。 势能 

HH=mog{i(tl—cosPp)+a+l(l— cosp)? (1.5,11) 
其 中 0 为 浪 木 高 度 。 因 8=6( 力 ， 施 耳 明 显 合 t， 而 

工 ,=: 了 ,一 五 一 五” 

也 明显 含 ft。 ， 系 统 没有 广义 能 量 积分 

例 2 抽 是 和 长 为 /的 本 质 轩 .4B， 其 一 端 4 可 洪 氏 中 
定 轴 0z 背 动 ， 另 一 洋 8 可 漆 术 平 轴 ox' 滑 动 ， 而 ox' 轴 以 句 角 速度 

» ob 。 


0 绕 oz 轴 转 动 。B 端 与 弹 先 BC 相连 ， CC 端 恩 定 在 ox' 轴 上 。 当 
g9 一 0 时 ， 弹 管 为 原 长 。 弹 簧 
的 刚性 系数 为 &， 丰 计 摩 好， 
县 0s9 和 /2。 求 持 的 相对 于 
衡 人 在 置 并 分 析 其 向 定 性 ， 和 再 求 
杆 4B 在 入 定 平衡 位 置 附近 小 
振动 的 周期 ， 

it 解 ] 问题 澡 于 载体 十 轴 
匀速 转动 的 情形 ， 可 用 方程 
(1.2.26) 来 建立 相对 运动 动力 
学 方程 。 同 时 ， 世 可 以 先 写 出 


图 1-3 
广义 能 量 积分 ， 然 后 求解 。 今 
采用 后 一 方法 。 
相对 运动 动能 为 
” 1 . 1 2 1 
了 ， > a tml 【1 .5.12 生 
量力 势能 和 弹 油 的 能 之 和 为 

Hii=mg cos 十 1 RI2 Sirt 2 日 《1.5.13》 


离心 力 执 能 为 


Nm 二 


= 0? SmpPYsin’n 


= ml osin’ (1.5.14) 
本 

Loe" 
不 显 全 时间 tf， 夏布 六 六 能 量 砚 


> 0— ,= 有 


EE 


; ml? ?+ J-ngicos8 十 LA sin?g— 。 mi pind=F 


52 二 3 3cosb 十 ; sin2g 一 ozsin2g 一 .61 (1.5.15) 


将 (1.5.15) 两 端 对 时 间 + 求 导 数 ， 便 得 系统 相对 运动 动力 学 
方程 


6 十 | 有 一 o2 jcosg 一 当 |sme= 9 {1.5.16) 
首先 ， 球 相对 平 奖 位 置 。 我 们 有 
sing=0,，B 即 # =0 (1.5.17) 
COSA = Smg 


oR moary' 


3179 
元 =Arccos - eT (1.5.18) 


相对 平衡 位 置 (1 .5.18) 在 


Spi 


ol {3k— m2: ) 
村 才 有 解 ， 即 要 求 


< 1 


h> 吕 + (1.5.19) 


因此 ， 如果 8>29 二 2- J 中 布 两 个 粕 对 平衡 位 置 (1.5,.417) 


和 (1.5.18) ， 如 果 hp<29 十 中 2 -， 则 只 有 一 个 相对 平衡 位置 (1。 
5.17)。 

其 次 ， 和 研究 相 对 平衡 史 总 定 作 。 

. 28 . 


相对 平衡 位 置 的 稳定 性 ， 击 
a(R+1°) 0 
6 
来 淹 邮 。 我 们 让 
8 到 士 再” ) /一 二 2 
ag =( of * eco a— sn:0) 
一 地 mglcos0 (C1.5.20 


B= 入 CL 3,20)， 入 
a 4 二 五) ~ 1 和 一 ! ‘a ) 


bpEE 
-0 
2 
0 9 
1 2 号 
一 3 FT 0 me 
” r 人 1 3 


2? 3 本 上 本 二 
因此 ， 当 多 > 区 二 2 时 ，b 一 0 基 修 定 平 衡 位 置 ， 当 < 


9 9 +e 时 ，9=0 是 丰 稳 定 平衡 位 轻 。 
将 C1.5,18) 代 入 (1.5.20)， 得 
a (FE {3mg+21(3R mo)} (mg—213R— mo )) 


39 1? | 12(3k— me?) 
(1.5.21) 


其 中 由 (1.5.18) 式 懈 定 。 直 (1.5.19) 敌 ，{1.5.21) 小 于 零 ,， 放 


相对 平衡 位 置 (1.5.13) 是 不 稳定 的 。 
最 后 ， 求 在 检定 平衡 和 位置 附近 作 小 振动 的 周期。 在 8 二 0 只 
近 ， 有 sn9 有 29，cos8= 二 1]， 于 是 方程 (1.5.1 介 成 尖 


0+ (39 0o: j=0 (1.5,22) 


小 振动 周期 为 
"+ 


fa 3g a {1.05.53) 


$1.6 旋转 软 轴 的 平衡 


研究 贺 截 丁 的 弹 往 证 ,于 的 清点 5 安 丰 以 常 佑 速 凤 加 滋 轴 52 转 


图 !-: 


动 电 让 条 工 。 讶 本 喘 开 问 一 刚体 
3 图 1-4)。 系 统 的 亿 形 和 和 名 略 杜 
的 质量 时 ) 由 盾 鹤 面 MM 在 载体 一 卡 
让 回 联 的 池村 系 中 的 伙 标 积 转 菠 
来 吏 定 。 假 设 ， 这 个 位 形 保 拉 竺 ， 
外 布 相对 平衡 。 

企 歼 体 汪 上 四 联 一 释 标 系 间 区 
3y727， 其 个 办 和 2 指向 村 在 总 下 
的 弹性 辆 的 册 线 疡 疝 。 点 其 在 转动 
坐标 系 5x yz 中 的 人 誉 标 x，x 记 作 
2，23， 当 组 略 杆 的 压 弗 时 ， 即 稻 设 
z 一 1。 在 没有 转动 上 时， 杆 轴 在 52 方 
向 ,而 及 x'y'z' 取 避 oxo yo2o 位 置 ， 


XoyoZo 有 与 轴 系 5x yz 相 平 行 的 方向 。 用 9 表示 转动 失 量 ， 当 
英 系 寻 oxoyozo 转动 中 时 变 成 与 办 系 虹 xy 相 平 行 。 注 意 到 
思 ，0 以 及 转动 拓 量 的 投影 49，，7 都 是 小 量 。 用 i 表示 轴 双 5xyz 
的 单位 矢量 ， 用 者 示 轴 系 民 x' y's! 的 单位 和 失 量 。 

为 研究 旋转 软 轴 的 平家， 必须 将 弹性 力 势 能 阅 , 和 离 . 收 力 势 
能 "用 上 和 鲜 所 指 五 个 广义 举 标 8，v，0Q，,，》 来 表示 。 

1 离心 力 势 能 "的 法 达 式 ”出 公式 (1,2.10)， 有 


为 计算 了” 需 计 算 张 向 895。 我 们 用 67 来 天 未 8 。 设 他 二 人 上 上 
质 景 ts; 对 5 的 居 径 为 Ty ， 对 寻 的 条 笃 汶 ， 和 对 5 的 所 径 
TH， 则 站 
Ti ==Tytr! {1.06.1) 
而 
05—~ wm!rEr,:r,— rr,) (1.6.2) 
共 中 有 为 星 你 张 量 . 
狂 (1.6.1) 代 入 (1.6.2)， 得 到 
Gr—~ Em(ErirTi rr Smi{Ery ry — Tury) 


一 站 4 十 UEry: Torry) 


+2M|Erx: Li (rurs trsry) | (1.6.3) 
其 趾 7。 为 质 疙 避 对 下 的 和 失 役 。 在 4414.6.3)H， 有 
ratii vi Tia, 六 -一 部 1 二 voi; 十 2 is (C1.6.4) 


进一步 计算 需要 求 出 单位 矢量 让 与 基 间 夹 钊 的 余弦 。 量 责 。 
的 计算 应 精确 到 广义 坐标 的 二 次 项 ， 因 瑟 余 弥 去 达 式 中 需 保留 ae; 
如，? 的 二 阶 小 量 。 

下 面 导 出 矢量 有 限 转 动 的 Rodriques 公式 ， 一 个 杂 量 Pp 线 
单位 矢量 e 转 一 角 * 而 成 为 Pp', 试 将 P' 用 P，e, 对 表册 令 
一 一 ~ 一 
O 玉 = 一 Po，Oi 开 :一 Pi( 图 1-5)， 有 Po 一 PP 一 ee'P，p= 有 /一 
-ee.Pp' 二 p' 一 ee:Pp. 为 将 P' 用 PP 类 示 , 需 建 立 p5 与 Po 的 
关系 。 因 


OM'=OS+SM! 
即 

pi 一 (po 二 Pa) 十 MS， 
而 


= 号 1 ， 


” 1 如 
SM = FexX(Potpo)tg 
区 
=Po TexpPotg 


p'~exp'tgt.—ptexptg (ay 


各 
Coy 


图 1-5 


还 要 解 出 P' 为 P 的 涌 数 .为 此 ， 将 (9) 两 端 左 秉 e， 并 注意 
到 
ex({exp'})=ee'p'—p'—ee.p—pr' 
得 
p'tg 十 ex 六 一 一 Ptg- 人 -十 ex p+2ee.ptg* (6b) 
由 (ce)、(5) 消 去 exP'， 得 


1 四 % 
{ol tg?% ) +2ex ptg 区 


有 一 一 一 一 一 
pa 

1 十 tga 和 2 
2 


号 艺 
二 22: Dig 2 


20te-7 
二 证- 一 x{piets xp ) 
1 二 tte? 
引进 有 限 转 动 条 旺 自 
20tg < 
则 有 
__ 加 lp 
p=p+ D7 OX( P+ 50xP) (¢) 
a es 六 蓄 ， 
应 用 公式 [5)， 
A i -( 6xis+ 00. ,一 10 ) (1.6.5》 
注意 到 
=—ailt hi, 十 3 《1 ,6 ,6 


由 (1.6.5) 算 得 


i -+ Ta ly irp? 2 
和 er zf 2) lth ty 


士 =08) ~ 十 ap 


[LR pr 
1*Bo 一 


F007 人 


i i = i _ —p+iay pi Liay 
| Cr 2 ) 2 
类 似 好 可 算出 其 他 余弦 。 将 结 时 列表 录 下 
i 1 is 
Tr 
! 1 1 
， 2 1 _ i 
11: 1 -oth 十 ?2 ) ?十 sop B+ > 0 


"” 33， 


nn 


is —y+ lap 1 to) at hy 


[ 莉 B+ -ay ~—at ,by 1— , (02+p?) 
四 =ols, HhH(1.?.10)77 
”= | oi 0 (1.6.7) 
1 
is(Eryry— Tur) ia y+’ (1.6.8) 


is: [Ery- ri (rurstriry)!.i, 
一 六 We 一 1 
一 (Bi 十 or 人 十 下 3 一定 
一 (81 十 2) 
RMXe 十 De 十 EYE 一 十 sa (1.6.9) 
用 guis 表示 张 量 8* 在 轴 系 和 x'y'z' 中 的 分 晤 ， 有 有 
ia 0 1s=0 0 sO oso ra |20 0 sd s 
T2000 302 3 20) 0 30 3 
利用 余 薄 表 ， 我 们 有 - 


让 3 有 “3 一 (有 ii 一 站 8)82 十 (9 一 日 ss)62 十 下 
一 29tsap+29ss(e+23? )+201s( 一 5 十 二 ay (1.6.10) 


将 (1.6.8)、-C1.6.98)、{1.6.10)、(1.6,3) 代 入 (1.8.7)， 我 
们 得 到 离心 力 势 能 


Hs 0 {C011—040)B*+ (022—033)0? 


—29120F (0.8 + a007+ Irn 0) 
和 写生 和 


Fo up oa) 2MY( x ya) oo:sa 
一 9s8 十 (sgaooo) | 0a (1.6.11) | 


在 (1.6.11) 中 最 后 一 天 水 仿 广 站 坐标 ， 可 以 从 走 。 

2. 弹性 力 执 能 克 。 的 表达 式 ” 瑰 在 计算 杆 这 明和 扭转 的 弹 
洽 力 势能 甩 。 惧 想 在 村 开工 力 V?, V9 以 及 弯 答 4， 
工 z， 划 图 1-6 所 示 。 在 截面 > 的 容 机 为 


Ly—Lo+tr ?i —2) 
{1.8.12) | 
工 - 一 了 2 一 天 ?i—2) 
图 1-8 
: 丰 应 于 平 而 zx， 平 商 yz 上 弯 吕 的 势能 分 别 为 
虽 
Hsel 二 - 2 二 Lydz=— sr (3 DP 
十 2 . SIVeLy+iLy) 
~ (1.6.13) 
二 一 一 2 一 -- 四 ” 
和 一 5 了 | 也 3qz 5 iV} | 


2 


-2 3 LLL ) 


中 型 处 位 移 #%，>， 转 阴 G， 有 与 力 及 弯 矩 的 关系 为 
。 35 = 


_ | Leil? 
7 | 
,VI Lol’ 
3 大工 2F1f 
po ,Lol 
CT ET TE 


Of2 Es i 
3EI TE 


'\ (1.6.14} 


Va 


eA 


由 此 解 得 


V9=- Oh (90 tal) 


EE. 2 (1.6.15) 


{C3020l) | 
19= sp7 (030) z 
将 (1.6.15) 拒 入 {1.6,13)， 得 


1 1i2E1i 4 
Hat He = - -和 二 ap 一 oo) 


2 is 
1: 
十 二 (< 十 pb | (1.6.16) 
又 扭转 势能 为 
. H.,= ; Sy (1.6,17) 
于 是 弹 持 力 势 能 为 
He=He, THe,+H., 


1 12F1 2 2 
2 [e+ 一 二 - (up ea) + (a 


# 


1 一 0az，bia 一 Das 一 站 一 0，Xo 一 yo 一 0 


而 从 (1.6.20) 最 后 一 个 方程 得 知 Y=0， 即 没有 扭转 。 引 进 记 号 


Ei 2 在 1 一 站 3 
rr, oe, i 3 一 上 
(二 必 十 1 站 一 C1.6.21) 


我 们 注意 ， 当 ?二 1 时 ， 帮 :二 3EITACHUB3), 这 相当 于 质 
量 为 WH 的 质点 在 长 ! 的 灌 庄 当 册 振动 的 频率 。 参 数 & 可 正 、 可 
抽 ， 例如， 物体 为 较 高 国 往 ， 则 & 可 为 正 值 ， 物 体 为 加 锅 ， 册 名 
为 负 值 。 对 于 汐 质 连续 圆柱 ， 设 高 为 产 ， 半 径 为 r， 则 Bi 一 (以 
ri/ tM/2), B33 = Mri/i， rv 3 时 ， 0; 而 当 
jw 3 时，8 计 0, 

在 (1,6,21) 的 记号 下 ， 四 (1.6.20) 得 到 齐 次 方程 组 


(C492—1)P+ie(2r + i )=0 


~i(297+66) p+ (Sr hk) (1.6.22) 
其 行列 式 
ACv7) 49 1)( rh) tee)? 
= 人 (pt 一 gv?+b) (1.6.23) 
这 里 有 记号 
a=3(6o 二 计 十 #]， 6 一 车 (h 一 63) (1.6.24) 


如 时 行列 式 (1.6.23) 异 丁 堆 ， 那 么 在 平衡 位 置 £= 二 P= 二 0 上 村 - 

二 是 直线 .与 司 A(?*) 变 为 零 的 参数 值 :相应 的 角速度 称 为 临界 

角速度 。 在 临界 角速度 下 ， 方程 (1.6.22) 有 有 六 零 解 。 此 时 存在 一 - 

些 接近 于 直线 的 平衡 位 置 。 风 未 二 次 形 吾 。 上 如 "正定 的 条 人 忻 反 
» 3 


结 为 不 等 式 44z?) 盖 0。 困 8 此， 当 满 足 不 等 式 4(?*) 半 0 时 ,直线 
形式 是 稳定 的 ; 当 不 满足 这 个 不 等 式 时 ， 风 失去 稳定 性 。 
(1.6.23) 的 判别 趟 写成 形式 


a1—ab=8{(6o td +) — Ta-s3) } 


1 1 1 1 3? 
=3[4 (s+3) + 6 (5.+ 训 (一 )+ 3 (8 下 ) | 
(1.68.25» 
二 次 形 是 正定 的 ， 仅 在 66 一 一 1/2， 中 二 1/3 时 才 变 为 鹤 。A(p2》 
前 根 总 是 实 的 。 如 果 


bi 0 或 Sik (1.68.26Y 
出 一 个 根 ?3 是 正 的 。 可 并 
b>0, a>0 或 &>63， 6566 十 二 十 >0 (1.6.27) 


那么 两 根 9?1 和 J 都 是 下 的 ,实际 上 ， 只 要 6563， 那么 一 定 
6 十 坟 十 8>>0。 欠 此 ， 条 件 (1.6.27) 可 归 为 >。 两 根 为 负 的 
情形 相应 于 不 等 式 

b> 0，a<0 《1 .6.38》 


便 这 是 不 相 春 的， 因为 只 要 0， 一 定 有 >0。 
这 样 ， 在 条 件 (1.6.26) 下 ， 有 


ACv?) = (7 —v?) (r+) (1.6.29) 
在 条 件 (1.6.27) 下 ， 有 z 
A(??) = (pep) (7 — 3) (1.6.30) 


具有 一 个 临界 角 述 度 wi 的 情形 ， 对 圆 盘 总 是 成 立 的 ， 因 坟 
妆 R<0 时 有 <0。 这 相应 于 所 谓 陀 螺 效 应 对 贺 盘 临 界 角 速 庶 的 


” 39 :+ 


影 啊 现象 。 如 果 取 R=0，s。=0， 节 研 突 员 镍 莫 工 的 纯 质 居 ， 抢 
各 ga=1，b=0， 此 时 ， 名 01.6.21) 和 (1.6.231) 指 阴 的 ， 临 界 角 速 
度 上 , 等 于 该 质量 自由 振动 晤 率 。 对 于 薄 图 毅 可 让 为 5。 二 0， 这 
时 

v= (1+3k+v (TIR): Sk ) 


不 难看 出 ， 因 R<<0， 成 立 不 等 式 


< | 


《只 要 考 虚 到 ， 当 一 一 2350 于， 六 因此 


2> 人 一 一 > 1 (1.6.31Y 


陀 媒 效应 提高 了 洲 圆 盘 的 由 界 角 应 co “ 陀 摆 效应 "这 一 术 请 
-不 反 蝇 现象 的 本 质 ， 因 为 这 里 所 指 的 是 离心 力 而 不 是 陀螺 力 。 
相应 于 根 ?1 入 的 两 个 临界 第 速度 ol 和 o， 在 满足 不 等 
式 41.6.27) 时 成 立 ， 即 对 圆柱 成 立 。 如 果 用 给 表示 (1.6.23) 的 
较 小 根 ， 如 (1.6.30) 指 出 的 ， 平 生 的 直线 形式 在 @2<ot 以 及 
m2 下 是 稳定 的 ; 当 @? 二 ?< 二 wm2 上 时， 从 去 稳定 性 ， 
§1.7 了 刚体 的 柜 对 运动 
1. 载体 的 运动 微分 方程 ”作为 用.1 和 $81.2 一 般 方程 的 特殊 
和 情形， 我们 研究 被 柜 体 为 绝对 刚体 的 情 形 。 充 限于 一 个 被 载 刚 
栖 ， oe 我 们 研究 两 个 刚体 的 
相对 运动 ， 其 中 一 个 是 读 体 ， 男 一 个 是 被 载体 。 
与 载体 联 一 华 标 系 oxyz， 为 极点 (入 体 潜 导 为 1》。 与 被 载 
体 相 联 的 航标 系 Cox'y'2z2! 的 原点 选 在 它 的 质心 C。 上 (被 载 体 标 
号 为 2)。 .因此 
Mro= Mr 十 对 (1.7,.1Y) 
其 中 Fi 为 在 方程 :1.1,17) 中 指出 的 系统 质 访 的 拓 径 ，75， 和 5。 
和 二 习 本 


为 戟 全 和 被 柱 体 了 下心 隐 舌 竹 ( 蝇 点 在 概 点 OY， 
作为 能 找 往 的 广 关 坐 坏 ， 慑 三 个 确定 其 贰 心 在 任 标 系 0%%z 
让 位 置 的 基 9i，9z，93 以 蕊 三 个 第 出 轴 系 Cox 2 Dxy21 


六 位 的 虹 44，95，g,。 这 样 
roe, re, tor, qa, 93) {1.7.2) 
ie=i(o,, ds, de) (k=1, +, 3) (1.7.3) 
蒜 中 ;六 被 载体 缚 东单 伍 代 i 
央 在 坐 怀 系 0xyz 从 了 是 明天 民 ， 下 正在 
等 ， ， 六 等 贡 
HP a,, To 一 人 Tar， (C1.7.4) 
并 和 瑟 按 (1.1.?23)， 有 有 
4 Vv dr’, Y ar 。 
和 ,一 四 -上 一 一 一 
2 Ags “ ? Das 了 
有 关上 人 二 1 
YT ( 
1 ,7.5 
a Dardds ds ‘0 ] .5) 


本 体系 统 质 心 风 运动 六 程 .1.17) 有 形式 
咱 昌 
Mv toxD TOxr,, 十 中 (OX 7 )» 
1 
十 逢 ,6 十 @X 宫 s 十 扩 XTe, TO (Oxr,,) 
四 EE 
t+20xre, t+ro, i= C1.7.0) 


其 中 除 笑 明 宫 o， 外 还 让 广 广 伙 标 91 ，9s，9s 以 用 与 之 训导 
簿 广 记 还 度 和 广 训 加 到 座 ， 

现 仁 组 雄 第 二 个 所 时 广 课 一 一 转动 方程 和 .1.34)。 首先 注意 
到 等 式 


0°—61 二 89 (1.7T.7) 
而 91 在 众 标 系 oxyz 中 十 名 张 晤 ， 央 此 
89 一 0 ， 6e 一 89 (1.7.3) 


进而 让 从 要 研究 被 载体 对 其 质心 的 惯量 张 量 627， 为 简单 起 见 记 
作 8*。 我 我 们 在 


69 =00 fo (Er,, -yo 一 rr2 ) (1.7.9) 
入 节庆 
g,=0"'x0— 0 XO! (Cay 
实 隔 上， 写成 并 从 形 式 ， 有 
日 一 六， 十 
开 古 
8 了 让 十 0 a 了 十 了 十 全 
十 b 天 下 十 D 下 (起 ， (bY 
而 
=0' Xi=—ixO! (c) 


将 (cy 代入 (的 。 便 得 (ece)。 对 (1.7.9) 两 滑雪 和 导数， 并 有 用 (ce)， 
得 询 


中 ， 村 ， ， 举 术 ， 
日" 一 名 X8 一 上 XO T(Ero, To To To —ro, ro,) 
(1.7.10) 


其 中 @' 沪 流 载 体 相 与 载体 相 详 的 坐标 和 oxyz 中 的 首 出 度 泉 量 。 
相对 动量 对 被 点 o 的 主旨 为 


让 水 节 
Kr= Cre Xmrt = Slrie, tre,) Hrs est Ye,) 
E + 
内 
=ro, XMare,t Er Xm Xree,) 


一 7 xX Hare, 020! (1.7.11y 
牛 此 它 在 竺 慰 系 0x72 中 对 时 间 的 导数 为 


区 自 


Foto, XM res too + x 0 (1.7.12)} 


- A 


体 绝 对 角 示 上 度 为 中 十 和 得 
这 到 和 以 后 归 利和 肝 到 向 [ 下 守 这 
gx0.b Dyan (a vecbxa, (1.7.17) 
巧 对 二 阶 对 称 张 天 是 齐名， 困 站 基 到 张 拓 的 荐 一 去 训 如， 妈 对 部 
线 死 案 之 和 
TO Ot hss (1.7.18) 
诈 上 为 单 他 王岳， 和 用 和.7.17)， 得 到 
(ooo oto 0 Oro veo 
+20! x0,.0O+0, — 5) (0 x ow) (1.7.19) 


这 个 公式 居于 计算 产程 (1.7.15 中 让 现 的 而。 问 是 在 于 计算 带 括 
量 日 和 张 量 8。 的 项 自然 在 和 出 ， 天 是 名 也 是 和 企 这 
些 轴 上 投影 。 因 此 分 出 形 如 X94:@' 的 项 ,计算 它 比 较 简 藤 ， 
因为 @' 也 证 被 载体 瞧 款 系 中 给 出 。 

2. 被 载体 质心 相对 运动 方程 ”现在 转 省 建 半 被 丈 体 的 运动 
方程 。 可 分 成 两 组 ， 什 一 疆 《对 合 慰 91 ，9s，ga) 是 被 载体 二 改 
相对 运动 的 三 个 方 各 ， 第 二 玫 (对 玲 水 4 ，9s，gs)】 是 相对 转动 
疗程 。 

夺 势 能 表达 式 (1.2. 人 机 位 .3.40 由， 可 以 开 担 不 仿 广 义 雁 
标的 项 ,因为 在 组 成 方 三 (1 .3.15N 时 亚 对 这 此 表妹 慌 旦 才 。 赂 
， 洲 卡 到 CL? 、 人 让.7.9)， 我 位 


并 
Ho= (vt OX) rs, 


| | (1.7.20) 
= 
I ~ | ol 3 : 
而 171 和 CT.7.4)， 潭 8 二 1，?，3， 求 得 
站 时 中 r 
ORs ps x Mode , er(KO) oN x ori, 
OF 3 dd . - gos 
[1.7,21》 


按 (1.2.6)， 被 载体 第 一 组 运动 方程 中 


eT)EO MR TOT TiOx (Oxr:) 


yp re 
toOxre, tiox ro} (1.7.22Y, 


fo TT, (1.7.23). 
内 此 
| 3ar: | 
TOT Fe 
cz = dos “2 sp | 
Or > ar 
一 到 四 7 CGOXr ) 
do 2 Cs 
dr 扑 + 
二 Te 了 于 er 37 
9 
das 
利 肌 变换 (1 .2.3)， 我 们 得 蚀 
A .de 
ssf ri, 0 (1.7.247 
刀 程 人 1 人 .227 了 7 形 六 
| Ores 本 
-2 ， jo WW (so=1l, 2, 3) (1.7.25) 


共 中 被 裁 体质 心 的 汉 对 而 沁 府 失 最 a。 so) 珀 福 


3. 全 下 于 二 天 和 下 而 ; 究 被 笋 忻 对 外 华 板 gs 
45，95 岁 运 动 方 入 由 (26) 于 得 


37" am" 38 


一 --- 人 nm 。 - u a = 二 =] ] 了 
ja, ?ee 7 0 Ee O (lss—=4,3,6) (1.7.26) 
i Th | | A i Wu 1 
J jk EA 1 1 1 了 和 蔓 求生 。 为 是 ， 注 


于 ki.7.11)， 我 们 育 
e( 下 人 一 (se ys 一 9 (0,.0r) 


Qu 

ee dr, 0” 

99。 Dos 
(1.7.33) 

偿 要 半 千 e 2。。 中 从 载 体 坐 标 轴 方 南 单 位 兴 景 的 导数 公民 :有 

人 Xe 

Os 

(C1.7.34} 


因为 天 时 癌 仪 依 炉 于 广义 党 汪 ， 我 们 丰 
Si =) 


9s ‘ OFs 
沽 (1.7.34) 代 入 1 扩 ， 反 到 
dm" 、 -， ， 。 ， 下 - " 。 
-了 xXit 二 + (eexi)=e xiste, x (om wi) 
考虑 到 恒等式 


esx{(O' Xi) Ox (exis)=iix (Oxe,) 


上 述 关系 可 写成 形式 


捧 Lr" 二 
D9s 


十 
总 
A 
信 
En 
| 
> 
el 


Jo- “四 5，6] {1.7.35) 


利用 (15710)、(《1.7.30)、( 人 .7.17) 有 (人 1.7.35)， 刚 (1.7.33) 柱 
换 为 


ast Rr)=0,. (0 xes)i(or"wx 8, —8, x oO').e, 


—{e, x —,. xes :mm’ 
={20,. ~—E#,).(2es XO’) (1.7. 
而 上 广 交 花 晶 力 是 


一 ] 

| 

oy 
we 


Ts=20. (0.— 5E9, )-(0'xe,) (s=4, 5, 6) (1.7.37) 
中 tl.2.17) 和 (ti.7.27) 得 到 陀螺 系数 
por, (0s— TEd: )(esxe,) {hs—d4,5,6) (1.7.38) 
被 载体 找 动 的 短 分 方 称 盛 为 
se 人 TOQ+oOxe) 9 00.0,.6. 
+20°(0,— SEd2) (orxes) (sm4, 5, 6) 


(1.7.39) 
璋 下 的 是 要 展开 这 个 方程 的 左边 。 利 用 (1 .7.23)、(1.7.10)， 
《1.7.30) 和 {1.7,35)， 求 得 


eT e020 9000! — lO'. 98 


g; 2 age. 
=esd 0 es (0 x0 0 XO) .or 二 fa， 


r 1 
xe :0,0 gO"(es x0,— 0, XC 


=e, (0 OO'xO,.0’) 


《1.7.407 
现在 41.7.39) 可 过 湾 到 形式 ' 
素 四 

es {20 tO x O20 + OxO, 0 +0. 
， | .gg 
20’ x(82— ,Ed .0 |=0, (1.7.41) 


i 


i 


投影 方程 ， 这 三 个 方程 用 一 个 秋 最 方程 替代 为 
和 十 oo x DO 十 Do 十 XD 十 从 x ro, 


xioOxr; 1) F200XUT. = Vs (1.7.47) 
入 
其 中 心 = To ， Co 的 相对 速度 和 大量。 
在 转动 方程 ,用 主 和 mm 和 在 被 珍 体 山上 投影 来 替代 
基 es 用 单位 儿 下 说 杞 代 ， 玻 虑 体 续 动 方 织 二 站 结 为 一 个 天 量 太 
程 
这 Ej 
O00TF0 FOX TFO Xx.0' 70 
x (92— J EDs )-o=me: (1.7.481 


$1.8 例 地 


例 1 考 虚 地 球 白 转 时 刚体 定点 转动 方程 

与 载体 (地 球 } 相 联网 坐标 系 为 oxyz， 轴 问 单 位 狼 基 为 @i， 
ez， es 原点 口 在 她 球 表 而 上 ， 并 作为 与 同体 相 联 的 坐标 系 ox" 
yy!'2! 的 极点 。 渗 动 方程 (1.7.48》 是 在 假定 波 载 体质 心 到 为 极点 
下 得 到 和 的 ， 它们 也 可 应 用 于 相对 载体 不 动 的 极点 的 情形 ( 避 ,=0). 

假设 轴 系 ox’'y'z!' 取 为 在 极点 OQ 的 惯性 主轴 ， 于 是 

0° = Ai1i!i 二 Bisiil 十 人 宇和 C1.8.1) 

载体 角速度 矢量 @ 在 大 小 和 方向 上 都 是 不 变 的 .在 方程 (1.7.48) 
中 需 到 @ 二 0。 角 隶 度 名 在 被 载体 轴 系 上 投影 用 名 , 表 记 ， 诉 在 
oxyzs 上 投影 用 %。 表示 ， 于 圳 


= = doer 认 (1.8.2) 
并 和 且 因 oxyz 指向 北 、 西 、 尖 ,有 
=UcosD, w=0, Ws—Using (1.8.3) 


= hb + 


其 中 硬 鸭 地 点 纬度 ，U 为 地 球 胡 速度 。 
在 方程 人 4.7.48) 中 ICoriolis 加 述 虐 引起 的 而 起 


20' x (B62 — Ed) .0 


= XIAi i 3 Ct) ii 二 tii 
Pi i) A+B+O} 各 
=(o to to x!(A~—B—Oii t+(B—C 
一 人 说 旋 填 (CC 一 有 一 及 语 和 (1 生 十 ws 入 十 0 85》 
一 (os oC A om PC Ni 
to of 一 及 一 CT 一 ay 0 af 一 4 一 吾 ) 2 


ta mB—C—A) 一 os 01(A4—B-0) 
(1.8.4¥ 


Qt 十 O') Ox, ‘OO x 0! 
={ A i ++Bii CEI) ,0lf 4 od +o i) 
+ (Oho to fo) x (Ai i + Bi Ci i,) 
X (i 二 上 5 区 十 0) 十 C07 客 十 @5 放 十 @》 
XCATT Bi tO) CoOrit Fost: + ot:) 
={Ao!+(C~Booit(C~—2) 0 40 oi 
t+{Bos+CA—Colos+ CAO 0 sis 
t{Co4+(B— Ao! oi+(B—A) O10 让 


将 此 式 及 (1.8.4) 代 入 方程 (1 .7.48)， 得 到 


» 51 =* 


4 是 (C 一 区 (ogai 十 se 十 do saj | 
一 os +CC— BoE OHOE V2) Tm 
post CAC oo! ToD FB sm! | 
一 加 108) 二 CA—C) (0 吕 (十 mg) =m, 
COIFB NGO Oto DY HC D0 | 


一 名 0 Bo 0 m1)=m /7 


在 方程 (1.8.5) 中 应 去 掉 出 离 . :让 力 所 引 起 的 带 o so 。， 
@ so 和 oa 10 的 项 ， 国 这 下 党 司 CU? 成 比 倍 , 半 是 方程 (1 .8.5) 
成 为 


Aw@I+t(C— Bm Ds Hu 
十 .7 = 全 3 一 人 3 的 := 


Bo i A CN Oso oso Toos) C1.8.6) 
Blosei — OO) = 

和 恬 十 【 一 .GD 十 吕 ! 四 ,0 | 

(mV O001)=m: 


如 不 计 地 球 自 转 的 影响 ， 革 2 一 os=os=0， oo: 一 oo, 则 
方程 (1.8.6) 成 为 刚 林 定点 运动 的 Euler 于 力学 方程 ，。 

例 2 ”一般 方程 41.8.6 的 应 用例 子 

1” 方 程 的 建立 ”我们 硬 福 地 球 站 生 风 全 3 运 到 风 影 响 。 陀 蝇 
对 秘 思 oz 的 位 置 由 条， 疡 确定 ， 订 用 与 路 操 " 半 联 " 的 畏 系 
2H， 有 线 轴 的 站 旗 角 ( 风 1—7), 

方程 (1.8.6) 在 轴 系 ox'%'z2" J -天 关 于 司 形 下 可 守 出 及 。 
因此 成 并 (1 749 的 第 二 个 全 式 届 在 记忆 


‘“* B22 


四 ,一 中 HLX@， (1.8.7) 
来 答 代 ， 起 中 1 太 1 上 交 找 富 于 
大 量 串 ' 在 这 些 贺 上 找 影 的 全数 (如 以 前 用 @: 友 记 )， 卡 联 轴 的 角 
速度 僚 蜂 4 不 同 于 @'， 共 中 没有 自 旋 他 如 
A=@ ig (1.8,8) 
于 是 


其 四 十 , 本 
| ww =o PRw! Pny, 


并 且 出 钢 于 方程 (1.8,6) 中 的 二 G 和 让 和 已; 应 该 用 是 6@! 二 
P i, :一 PO!, o; 来 坟 代 ， 


轴 5，3，5 现在 扣 向 北 ， 梧 及 馈 示 开 ， 团 此， 出 《1.8.2) 和 
《1.8.3) 求 得 


ms = —U(~— sngsing codecosf)=Ucos( m+p) 
Oa Os = Usin(@ tp)sinr 


©0411=0s=Usin(B +P)cosg 


隆昌 各 万 对 六 点 指 纠 等 于 
1 一 2 一 一 一 Cos 
icost cosp ) x 2; 
= sn — Nsindeosp) 
再 考虑 到 4 二 8B， 可 将 方程 (1.8.6) 引 向 形式 


业 里 — mr 本 
A 二 wp Cw ) ] 


iC— A to .Twiwm) | 


——Qz'snneospn 


A i) ， 《1 .8.9) 


一 [CC 一 人 fo 十 名; 四 j 
于 oo 一 Qarsin 形 | 
Co 二 oo 一 oo 人 一 0 2 
2" 和 近乎 千 直 情形 ”在 近 平 纪 下 的 陀 爆 情形 ， 4 和 神户 以 及 角 束 ; 
度 矢量 前 投影 @1，@; 是 小 量 ; 上 如 成 比例 的 量 @, 由 是 小 量 。 舍 - 
去 所 有 小 量 的 乘积 ， 则 方程 (1 ,8.9) 成 为 


(ol 十 六 @ 十 oseo 人 二 (C 一 (ol | 
+o 1 m3 一 一 四 = 
A(w!—g QI!) (1.8.10) 
~(C—A)o!+o 1)0!=Q2'p 
@ {0 
- 青 忽 格 小 量 乘 积 项 ， 可 取 
@ 1 =U cos®, 0 一目 ， ty s=C Hin 
QW!= 0, Oj, 0 


* bd 


因此 ， 隆 螺 在 人 .8.12) 附 近 以 频率 个 .8.15 作 小 振动 .0 .8.15) 
中 祖 号 内 为 正 值 才能 使 陀螺 保持 还 平 销 亚 们 给 ， 即 要 装 
PI Oder (1.8.16) 

例 5 带 旋 转发 轮 的 合体 

1" 刚 体系 统 转 动 方 性 设 载 体 有 一 国定 点 0O。 在 点 口 联 一 些 
标 系 DOxyz。 飞 轮 以 放 速 度 @' 二 训 统 在 载体 上 问 定 的 轴 和 转动 ， 
飞轮 质心 在 此 轴 上 , 它 在 载体 上 的 位 置 失 和 给 + 《前 而 用 ! 了 给 

往 方 程 (1 .7.16) 中 ， 现 在 有 


= 人 0， To, =0, de = OX(OxXT YtOxr 


于 证 
Mri Xac Ox MEr!l ririri}: 0 
+ MEro -ro—rirs}. 0 {1.8.17) 
用 8? 志 示 由 载体 和 想象 不 动 的 飞轮 所 组 成 系统 在 点 口 的 信 量 张 
量 
80 一 8 十 了 (Er -Ye 一 rere)y 士 85 (1.98.18) 


逆 和 .8.171、f1.8.18) 代 和 (17.15， 并 利用 和 .了 .193， 得 到 
9° .Oox0 .四 十 邦 2 28 .i 
+2Ppis x 四 十 人 (8 一 E32 (it x w) 
+O.P i = (1.8.19) 
飞轮 是 旋转 出 体 ， 用 有 一 和 ，fs 堪 束 主 中 心 民 性 条， 我 科 
高 
和 一 日 : 世 十 (有 一 个， ii 
办 此 
i X05.i:=0 
Qo. pi) = Pp is OX)= 0P 
- 586 ， 


十 9 OO Xis 
以 及 
opixb .tp OE Cisx om) +0r. (CPi) 
一 20 pixXoO+t PO — 0 TO XO Pi 
FO, POXIS 
一 8pi 于 日， pO xt: 《1.8.207 
于 是 方程 (1 .8.19) 订 时 成 
6° .OOXO ,全 十 0 (PistP oxi)=m" 
(1.8.21) 
取 张 在 89 的 证 轴 沟 oxyz 的 举 坯 轴 ， 因 此 
= Afil Bii,+Ci,i, 


荡 了 及， 将 方程 人 .8.217 疝 这 些 加 于 技 奈 ， 我 们 得 到 三 个 证 分 方程 


4 十 (CC 一 Bao 了 Datag 十 fy 
— wb) P}=in! 
Bost+(A—Coso 0 P+ (osa (1.8.22) 
一 @ 区》 一 由 8 
Cost(B— Aoi0s tO {7P+ (wp 
— wa) P =m? 
其 中 a，B，7 为 方向 澡 与 轴 系 oxyz 的 夹 角 余 纺 ， 


2* 和 被 载体 转动 方 扣 ”被 载体 (飞轮 ) 的 转动 方程 按 (1 ,7.41) 组 
成 。 在 选取 的 记号 下 ， 有 


Om! 
人 二 -一 一 


1s 
dF 


i .6 Oi {OE+(0 Oisii}y. is 9 =0s9 

i .02 Ois -OE+(0 Oiis}y :0 

4: CO 十 加. 户 十 外) 
公式 (1.7.41) 花 括号 中 其 余 的 组 成 与 个 相 耿直 的 冬 时 ， 而 不 出 
现 于 飞轮 转动 方程 之 中 ， 飞 轮转 动 方程 取 形 式 
Gs (PHOGtoaf+dy) = (1.8.23) 

3 对 玫 个 飞轮 的 推广 一 当 具 有 关 个 改 轮 时 ， 方 程 (1.8.22 秘 
《1.8.23) 可 分 别 喇 成 

Awi tC— BV, 二 人 站 和 Pa 

=1 


十 9 让 的 2 一 只 3 用) 一 


Bost(A—C) ot 》 ot {Pp 
已 【1 ,8 .24 


十 PO — OV} =m} 


CG 四 s+ (8B—.A) 如 1 各 > 于 > B53 {9 iePg 
序 三 1 


+ Pop moa) = 
以 玉 
OF (Pot Oo 十 四 及 二 Oy) =Qn, 
(R=1, 2, +», #) (1.8.25» 
4" 方 程 组 的 笑 阶 问题 ”载体 连同 飞轮 的 动能 为 。 
T= -0.0.0+ - (0+ 0) .02.(0 


‘» BH * 


ti ) t+-M, lOxrsl? 
一 一- {B90 Hy (Eri 一 全 二 各 


十 -8 四 四 8 


-0 “00 名士 -939 二 Da(oia 
士 @ 记 十 四 sj 
有 下 个 飞轮 时 六 


和 一 -89 二 Oo 
| 


to pe toar.) Pp,} (C1.8.26) 


在 方程 (1.8.24) 中 主动 力 对 轴 系 oxy2 的 短 自 然 独 并 于 飞轮- 
转角 甸 , 丽 选取 。 斌 为 广 闵 力 Qos 依 融 于 寄生 载体 位 置 和 运动 的 
量 。 此 时 坐标 Pr 是 准 循环 尝 标 [ 因 广 尽力 QQ 民 于 堆 )， 与 此 邦 
关 的 广 交 动 量 浪 


rT . 
Dr 9 ~ 4 Petto oui o ftoy,)} 
入 人 PE 
(R=1, 2, ,#1) {1.8.27) 
Routh 甘 数 有 形式 
Slo.g.0_ LU Vo pe 
天 一 5 -0.0 5 2 I fo 
十 外 在， 十 四 3 入 和 (1.8.28k 


由 Routh 育 数 组 成 的 Euler 一 Lagrange 形 直 的 方程 为 


La 各 本 


本 
rc 
第 一 个 方程 为 


| 0 1 十 (CC 一 B) m0 十 >» [(@23 — oP) ps 


一 遇 外 的 1C Foe) 十 全 (Qe, 


—g¥ (te 十 四 有 十 ayi)}=m! {1.8.30) 
其 他 两 个 方程 可 用 指标 轮换 得 到 。 还 释 附 加 一 些 方程 
Pe— Qor, (R=1, 2, :++, #) (1.8.31) 


如 果 多 ; 是 和 铂 环 上 坐标， 那么 就 没有 广 广 力 了 ， 广 记 动 重 pw 保 
持 为 常 值 。， 此 时 问题 归结 为 研究 三 个 方程 (1.8.30) 以 及 @] Ga 
心 8 用 载体 角 华 标 和 相应 的 广 六 速度 表示 的 三 个 送 动 学 关系 所 组 成 
的 方程 组 。 " 

现在 研究 一 般 情形 ， 由 三 个 方程 人 (1.8.z0) 容 易 得 到 关系 


-4o3 十 Be 二 Cos 一 》68(oyas 十 osp， 
二 =1 


十 中 32 十 》 人 (CO 十 所 2 站 十 四 sjw) 
E=1 


=mio0 二 mio mim, 


此 关系 式 左 边 第 一 项 芒 是 Routh 函数 的 平方 项 部 分 卫 ,， 第 二 项 
惜 助 关 系 (1.3.31) 和 (1.8,27) 可 写成 形式 


* 人 * 


Y Qo or ost ou ps toays) 
k= 1 


ee 


二 二 一 一 一 一 


1 区 = : 
i 
虎 三 EE=1 


了 


dR 忌 - 
dr DO Ds 


于 是 确定 主动 力 功率 的 关系 可 写成 


np 
N= > Qo Pp 二 mw 二 过 名， 
EF=1 


一 -一 (RR,) (1.8.32》 


$1.9 相对 运动 的 正则 方程 


1. 用 正则 变换 建立 正则 方程 ”系统 动能 写成 


T= Mvi+ Lio 0°. OFMir x Oo) .rr, 


亚 ™ 
Af vO - > dre 站 二 DY mr: 
2 099。 二 工 


其 中 rs (gi Ci 


3 Ar; 
“7 (1.9.1) 


9a) 为 点 对 与 载体 相 固 联 的 坐 慰 系 极点 6 的 所 


径 ， 载 体 的 运动 由 执 点 迹 度 wm。 和 角速度 @ 米 确 定 ， 假 设 它 们 是 
给 定 的 。Y: 表示 质心 对 原点 在 o 的 矢 径 。 用 了 ,到 示 相 对 运动 的 
动能 ， 它 是 广义 速度 的 二 次 形 ， 

广义 动量 表达 式 为 


里 1 


FM uo- re- {1.9.2) 


Tiamiltoen 尖 数 六 
HD psd LT tH -TTA 
5s=1] 


一 一 .0 .otMOxv)r, (1.9.3) 


六 为 山 珊 于 全 中 的 项 - 乙 依 顿 于 时 间 . 故 可 会 去 。 量 了 :是 


在 表达 式 全 -中 广义 速度 市 广 注 动量 检 代 所 得 结果 。 用 B 一 .4~! 表 
记 二 次 形 卫 ,系数 短 阵 4 的 逆 生 阵 ， 我 们 有 


1 下 \ 
了 一 二 访 Da. (Por wer 让 了 ) 
ar 
x(P, Cw 2 nr 4 jg | (1.9.4) 
这 里 引进 景 
P=ps—Mvo, . re = pe 一 3 (Moo rt) 
(s=1, 2, +, $) (1.9.5) 
如 果 再 联 
人 一 9 (s—=1, 2, +, #1) (1.9.6) 
那么 联系 新 变量 卫 。,，Q。 与 旧 变 量 p;,，g; 的 变换 是 正则 形式 的 
sds, Ps=Ds— oF 
人 一 人 卫 95 
并 且 


[3 于 


F=Mvo -re=M(vo xs uo yuo ) (1.9.7) 
祖 数 证 对 明显 出现 的 + 芍 导 数 等 于 
3 =M(oox 十 Do 十 放 4323 一 Mv, 5 (1.9.8) 
而 对 正则 誉 基 组 的 Tiamilton 隙 数 于 为 


KK 二 厅 二 -8 一 人 ?十 万 FMr (Doo x vo) 


一 全; 十 如 十 了 十 页 (1.9.9) 
其 中 万 "， 分 别 为 离心 力 和 半 动 运动 偶 性 力 的 霓 能 。 
对 运动 的 正则 方 吉 可 写成 形式 
_ 0K dK 
Fs AF, ， P;= a (s—=1, 2 给 ] 
(1.9.10) 


渡 且 广义 符 标 到 归 约 表 示 。 

2. 相对 运动 的 正则 方程 ”离心 力 和 平 动 惯性 力 的 作用 表现 
在 势能 老 达 式 中 的 项 了 "和 刀 "”，。，Corioiis 力 和 旋转 惯性 力 不 是 
有 势力 ， 它 们 由 引进 新 的 广 六 动量 了, 而 访 动 地 考 虚 进去 了 。 邵 
时 把 卫 , 与 相对 运动 由 的 广 浆 动量 


iD 一 Le 1.3.11 
ps pT (1.9.113 
当 作 一 同事 ， 便 是 错误 的 ， 动 能 用 这 些 且 联合 表示 基 二 次 形 
1 及 性 , | 
了 一 下 Y Barpepr (1.9.12) 
=1 $=1 
而 与 (1.9,4) 比 较 ， 给 出 
Nn 
Ps= ps oO- 之 mirsX 人 
【3 一 1，2，… 1) (1.9.13) 


hua 


"3 ， 


六 
P= Ym (ao xr’)- -二 人 1 


t=l 


性 下 


和 


k=1 #=1 


注意 到 


出 (1 ,9.14) 可 写成 


Pre 》 D(x 


pF 了 Ts ， 上 
trix -A 和 )g (1.9.15) 
正 虽 方程 (1.9.10) 的 第 二 组 的 右边 部 分 有 形式 


OK -8 9F 97 _ 30° 


63， dos 00s ds 08。 
并 且 在 计算 由 (1.9.4) 给 出 的 了 ; 的 导数 时 需 考 感 系数 Bos 以 及 


(1.9.16) 


Nn 
量 六 Wr xX- 如 和 对 qs 的 依 籁 关系, 因此 按 (1.9.4)，(1.9.13》 


1 


以 及 方程 (1 .9.10) 的 第 一 组 ， 有 


，" 如 二 雪 
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和 


-67 ， 


够 找到 包 贷 24 个 常数 的 租 解 
由 他 一 :9 站 1 
Po 一 pet ol， an, Py, "7, Pa) (2.1.3) 
(s=1, 2, , 1) 
设 由 此 方程 组 可 解 出 av， 
0 一 0 人 gl Da 入、 
太一 好 fg， | (2.1.4) 
(R=1, 2, ***, 4) 
此 时 和 任何 的 Poissoxs 括号 
ay, a), Ce, Bo), CBr, B,) (2,1.5) 


按 Poisson 定理 '， ,或 者 是 常数 (特殊 悄 形 等 于 零 )， 或 者 用 这 
些 量 as ， 太 * 表 出 ;任何 一 个 括 导 获 不 昨 合 志 鹿 不 虹 售 变量 Gs， 
Pr 。 按 第 一 积分 的 Peisson 条 件 "*1， 疹 


dos —0, ds ~ 
at 十 (Ga ， 五 。) 0， at 十 55， To) 站 (2,1.8) 


现在 转向 给 定 方程 组 (2.1.1)。 所 请 常数 变易 法 是 指 原 始 方 
程 (2.1.1) 的 通 解 可 写成 形式 (2.1.3), 但 假设 4 和 和 2 不 是 常 
数 ， 而 是 时 间 的 前 数 。 这 时 方程 (2.1.3) 可 当 作 新 变量 4，B ,向 
相 变 量 g,，p* 的 伙 换 公式 来 研究 ， 面 方程 (2.1.4D 作 为 遂 变 换 ， 

因 方 程 (2.1.4) 的 形式 不 变 , 因此 等 式 (2.1.6) 保 持 著 , 币 
Poisson 丘 导 C02.1. 人 也 不 改 栾 形式 ， 

需 建 立新 变量 按 微 分 方程 组 (2.1.1) 求 对 时 则 导数 的 表达 式 ， 
将 (2.1.4) 求 导数 ， 得 到 


as 一 十 了 人 月 


__ ac 
一 (wo， HO)+ (os, H+ Dap: Qu， 


= 各 号 * 


这 里 已 考 典 到 等 式 (2.1 .6)， 击 9; 和 由 方程 (2.1,1) 用 其 秆 将 
代 。 类 位 地 可 计算 出 5 ,。 我 们 导出 方程 组 


{2.1.77 


我 们 称 (2.1.7) 为 扰动 运动 方程 。 妆 然 ， 方程 (2.1.7) 鲍 右边 要 檬 
助 众 式 (2.1.3) 用 变 直 Qe，Bw 表示 出 来 。 
2. 挑动 运动 方程 的 另 一 种 形式 ”利用 了 coissonm 打 与 继 给 从 


式 ， 可 将 方程 (2.1.7) 引 疝 另 一 种 形式 . 一 般 地 ， 对 让 你 标的 ， 
Poisson 插 号 为 


ce 


诉 对 旧 些 标的 偏 导 数 可 用 对 新 坐标 的 和 偏 导数 表示 出 来 ， 
3 3Q» 3 ,3ap。 9 
dg -> OQ re tog, 3 ) 


让 
TA 


糙 其 代入 并 对 & 求 和 ， 得 到 


(4, Do=》 BE 5 和 (Q，。， Qs) op 


du ov 9 gv. 
I0s 3 (Q., i, Je Tap- js {P,, QO, joer 


0 。 


OU gu 
+ CPP 


在 上 式 用 es， 有 . 代 鞠 马 。， 卫 。， 并 用 ae， 五 一 妆 。 代 符 昌 ?5 
得 到 


(as, H—H,)= > > t -star， cs) 


dar 


a HHo) ra 


doar aps 
drs dH — Ho) 
tap, dap Bs, 


9as d(H—Ho) 
+98 CPP) , 


注意 到 
do — de. 一 
dar 38 
导出 等 式 
(oo, H—Ho)= D(a at) 
AH— Ho) 
8 一 (as ,62)) (2.1.8> 
类 似 地 得 到 
(ps, HH)= {92 HD) (pg,, a,) 


k=1 
2 = 人 (PPB，) } (2.1.9) 
ap 
将 [2.1.8) 和 C2.1 .9 代入 (2.1.7)}， 得 到 


“fl +* 


oY {ABH oy) | 


Ol 0, 
FH- Ho) ,, ae 
下 《5 十 Ip } 
f= dD {oa (Rs, a,) (9.1.10) 


3H H,) 38 | 
+ OB (Bs, Br) +IL OQ, | | 
(s=1, 2, 11, 各 


这 种 写法 的 优点 在 于 其 中 所 出 现 的 Poisson 括号 或 是 常数 或 用 
A 上 Bi 下 出 ， 

现在 考 典 微分 方程 组 (2.1.1) 用 另 一 方程 组 (2.1.10) 赫 代 的 
问题 ， 假 没 已 知 方程 组 (2.1.10) 的 解 ， 那 么 按 公式 (2.1.3) 马 上 
可 找到 问题 {2.1. 切 的 解 。 显 然 ， 当 方程 组 (2.1.10) 比 原 始 方程 
容易 求解 (哪怕 是 近似 的 } 时 ， 这 样 的 方法 是 富有 成 效 的 。 

5. 找 动 方程 的 积分 问题 ”如果 适当 选取 辅助 方程 组 (2.1,.2) 
使 得 它 与 所 研究 方程 组 (2.1.1) 仪 相差 一 些 二 阶 小 项 ， 那 么 近似 
解 是 有 有 效 的 。 这 时 量 a ，Bi 在 回 助 方程 解 中 是 常数 ， 在 问题 
(2.1.1) 中 与 常数 相关 其 微 。 这 可 由 方程 (2.1.10) 看 出 ， 对 时 间 
前 导数 o 。，B。 其 有 与 假设 的 小 量 吾 一 玉 ,，Q; 向 阶 小 ， 因 此 ， 
2 ， 户 。 是 时 间 的 讽 变 函数 ， 而 可 用 多 项 式 近似 方法 , 特别 是 
Picard 序列 近似 法 求 扰动 方程 组 (2.1.10) 的 积分 。 为 简单 起 见 ， 
方程 (2.1.1 们 ) 的 右边 用 记号 .Ca 18; 为 及 到 sfCa [PF， 由 来 表示 ， 
机 (2.1.10) 得 到 


aa 二 | Bolalp: dt 
pam pt| walp: Dat (2.1.11) 


共 中 G8， G6， 在 t= 二 0 寺 的 值 。 如 困 +1 不 大 ，(2.1.11) 
和 了 全 和 


社 积 函 获 中 az，p5 以 其 初始 信 中 ， 有 8 棕 代 ， 即 慢 变 量 以 常数 
蔡 代 ， 册 不 致 引起 大 的 误差 。 于 是 问题 归结 为 求 积分 


as 一 3 十 | ea IB; Dt 


一 有 十 | Yo 180 1 di (2.1.12) 


这 个 过 程 可 以 继 斥 
C2.1.11) 中 ， 

为 研究 周期 运动 可 用 茜 时 间 间 六 了 内 鸣 平 拘 值 来 代替 扰动 运 
动 方程 组 的 右边 ， 即 


一 一 1 攻 二 we 
Balp)= | Fal; Dd 


按 (2.1.12) 确 定 的 9 入, 重新 代入 


到 (ep 一 了 | Eap Ddt (2.1.13) 


:并且 在 计算 积分 时 将 px， 当 作 常数 。 这 衬 ， 问 题 归 结 为 研究 
方程 组 

os 一 Go(a|P) 一 区 (ep) Cs=1, 2, -, 1) (2.1.14) 
其 中 右边 是 小 量 且 不 依赖 于 时 间 ， 


$2.2 扰动 运动 的 正则 方程 


1. 扰动 运动 方程 的 简化 ” 当 塘 助 方 程 组 (2.1.2) 的 解 
《2.1.3) 是 量 ck， 有 到 量 gs，b 的 正则 变换 时 , 拭 动 方 各 组 可 以 
简化 ,这 在 以 下 两 种 情形 中 成 立 : 首先 , 当 解 (2.1.3) 是 微分 方程 组 
{2,1.2) 的 Cauchy 积分 时 ， 那 么 as， 此。 便 是 变量 9:，P, 的 初 
值 ， 其 次 ， 如 果 解 (2.1.3) 是 正则 方程 组 (2.1.2) 的 通 积分 , 而 
通 积 分 由 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 全 积分 得 到 。 

对 正则 变换 ， 有 有 

(00, a0) = 0, (a0, Pe)=60, (Bs, Bo)=0 (2.2.1) 
由 此 可 简化 扰动 方程 (2.1.10) 的 形式 ， 即 得 到 


» 


a aa。 
8, "+e | 
Ff 一 2 = (2,.2.2) 
4 pg 
《3 一 1 了 ny) J 


二 (R= 了， ) 
轩 方 窟 (2， 1 .让 居 正 漠 时， 此 色狼 动 运 妨 育 程 也 是 相 间 秽 ， 
_ BE 一 到) ， 一 
28, ‘2 dt , 


(s=1, 2, *", +) 【2.2.3) 


2 方程 (2.2.27 和 (2.2.3) 的 另 一 移 形式 “ 山 正 则 变换 的 第 
三 类 利 第 四 类 和 母 函数 ， 布 关系 :413 


一 9 __aF; 
“1 dps fi dt ; | ) 
" : (2,2, 
qi 一 2 0 0 
如 也 ; dP, 
于 大 
as 9g: _ _ 3P， 
jp:39。， 36， ap | 
9 dd: OW; | {2.2.5) 
dpsdfs dP, dr: | 


对 于 所 研究 情形 ，(2.2.5) 中 的 日 ,，P, 用 4。，B, 兰 代 ， 便 得 


Og Laps gg: 92 2 
ao, ~ apr ap, dpi C2. 5) 


将 (2.2.6) 代 入 {2.2.2)， 得 刘 
"| 


它们 分 别 指 南北 和 西 。 我 们 按 关 系 (1.9. 史 计算 Hamilton 函数 
臣 ， 肯 由 此 组 成 正则 方程 1.9,10)。 为 上 比 ， 首 先 列 写 质 点 相对 运 
动 的 动能 ， 再 研究 重力 势能 以 及 平 动 惯性 力 各 离心 惯性 力 势 能 。 

1. T+ 的 计算 将 单位 质点 的 租 对 运动 动能 写成 形式 
人 ti.9,4)。 我 们 有 

DO=U (i ,sng i coo) 

:其 中 U 为 地 球 角 速度 ,站 ， 记 为 轴 ox 和 oz 方向 的 单 位 猴 量 ; 
“以 及 


ar 
x 


:1ir'x )=U (isingo 十 iacosbo) 《7 XL) 


:类 似 地 有 
1 (r x3-)=~ 避 (cosgo 一 zsingo) 


oa 


Ti FE(Pit+U yo0s06) + {Ps—U (xcos0e ~ zaingo)} 


+(CPs—U ysing,)?] 《2.3,.1) 


2. 地 球形 状 以 及 重力 的 势能 ”地球 表 面 形状 问题 在 陀螺 仪 
理论 、 人 造 地 球 卫 明 的 运动 以 及 其 它 动力 学 研究 中 有 重要 意义 ， 
另 一 方面 ， 研 客 它 可 给 出 势能 概念 应 用 的 原始 例子 。 地 球 表面 近 
“ 似 于 标准 裤 球 体 曲面 ， 此 则 面 是 由 地 球 引力 和 地 球 旋 转产 生 的 离 
心力 合 起 来 的 囊 力 场 的 水 准 面 。 标 准 业 球 体 与 球体 胡 差 甚 小 ， 在 
下 盏 计算 中 了 眼 于 考 典 这 个 偏 莽 的 一 防 小 量 。 

《5 我 们 来 研究 引力 的 势能 首先 研究 两 质点 情形 ， 

质量 为 ms 的 质点 (引力 中心 ) 对 质量 为 mm 的 质点 耻 的 引力 
沪 . 


76， 


太一 六 are 了 了 (2.3.2) 
r 


其 中 ?为 两 质点 间距 离 ，? 为 引力 中 心 至 蕊 型 的 矢 径 ，f 了 为 引力 
常数 ， 力 五 为 虑 位移 5r 上 的 元 切 为 

674 一 一 了 2 r" Sr 
注意 到 "37 一 Sr，r)/2 一 5r272 一 rr， 我 们 有 

” 二- Mn 一 Mo 

8' A=—f "dr=8(f we) 
于 是 两 质点 引力 的 势能 六 

N=—f™ 《2.3.3) 


(2) 其次， 研究 质点 开 被 一 痢 限 尺寸 亢 它 中 够 近 的 物体 吸 . 
引 的 势能 。 上 坐标 原点 取 在 物体 质 让 G. 上 上 ， 轴 Gx，Gy，Gz 指向 
惯性 主轴 方向 。 由 (2.3.3) 有 


fm ), tt. {2.3.4) 


其 中 mi 为 构成 吸引 物体 的 质点 于 ; 的 质量 ,ri 为 5 它 到 被 吸引 点 

型 的 距离 。 点 用! 在 物体 上 的 位 置 由 矢 径 Ps 一 如 用 ,给 出 (图 2 

1)。 令 但 于 一 r， 有 ri 一 ?一 PP 一 7 二 PP? 一 27 :PD 进而 
和 

注意 汉 

了 “站 ==X%Xt 十 yy 十 55， 有 一 XY 十 光 十 加 

其 中 *，y，z# 表示 点 昌 的 坐标 ，xr，24，at 表示 点 用; 的 涩 : 

标 。 在 宪 达 式 (2.3， 5) 中 仅 限于 保留 按 Ps/r 展 开 级 数 的 平方 项 ， 

则 有 


2 
一 一 二 3B + -) 


YA 
二 一 - 十 | - i 
r r 


?vt 


Tz Tr 
将 此 式 代 入 (2.3. 拉 ， 考 霸 到 榴 标 原点 G 为 质心 ， 即 
~ 有 mn 
» 好 > Ti Vy = > f3 号 一 昌 
i= 1=1 i=1 


而 坐 粮 轴 为 惯性 主轴 ， 即 


下 N x 
Y mx ye = VY sm yz = 》 mizixi=0 
pe 
i =1 二 = 


[| 


我 们 得 到 
MN 
i ne ER 


2 3, 鼻 

3 % 3 、 
十 下 mi 十 了 Dh my 

t=1 f= 


鞭 中 me 为 物体 质量 。 担 注 闪 到 

cat 十 三 条 一 - 2 《0 十 gs 十 ga 
mn? 一 -gs 十 9 一 乡 )) 
my (0s+0—0:) 

orz 二 (9 十 05 一 9) 

t=1 
其 中 B81，8，，83 为 上 王 中 心 异 性 疯 !， 我 们 得 到 

T=—jm + (0: 十 日 s 一 2810X2 
r 2r 


二 {003+01—200.)y: 二 {01 二 02 一 293)2"}1 二 *…' (2.3.6) 


(3) 现在 将 一 股 公 式 (2.3.6) 应 用 于 地 球 情形 。 令 7 6， 
表示 点 的 球 和 坐标。 假设 标准 帆 球 休 是 旋转 刚体 Coz 六 转轴 )， 并 用 
.4= 昌 一 和 ax 用 示 杰 道 慨 性 斯 ， 用 C=9 农 示 极 名 性 尘 , 按 (2.3.8) 
对 单位 质量 质点 (mm 一 1 的 引力 势能 为 


I :=f 十 tA (x 十 3 一 229 
= 一 + 一 -sin? 有一 zcos*g) } (2.3.7) 


这 里 好 代表 地 球 质量 。 

(4) 当 研 窒 相 对 十 与 地 球 一 起 转动 的 杏 隶 系 的 运 芒 与 平衡 
时 ， 还 必须 考 韦 到 离心 力 势 能 。 邮 球 旋转 对 单位 质量 质点 的 离心 
力 势 能 等 于 


Wn 了 日 。 


Hs=— U(x +y:)=— FUr?sin’g {2.3.8) 
(5) 将 表达 式 (2.3.7) 与 (2.3.8) 相 加 ， 引 入 称 之 为 地 球 平均 
半径 的 Ro, 得 到 


n=_i¥ 已 
ko 


r + 人 十 DoRi 起 ) 
-和 时 ) + 机 ) } | 
在 地 球形 状 理论 中 取 记 号 
性 "Ri _ 3(C—A) URS —o 
了 2MR3 2f WM 


(2,3.9 
于 是 前 面 等 式 写 成 


A 3 


一 fo) 人) + 有 总) jo | 


ko 


(2,.3.11} 
其 中 


P，(cosg) 一 -(3cos29 一 1) 


《2 .3.12》 
为 Legendre 二 项 式 。 


小 量 m 和 9 的 相 敢 项 和 和 和平 万 项 在 下 面 计算 中 可 上 格 去 
量 般 =o 


{2.3.13Y 
-80 


是 “平均 重力 "加 速度 ， 责 谓 平 均 重力 是 指 半 径 为 Rs 的 不 转 地 球 


的 引力 。 央 此 
m= Ro 
gr 
等 于 高 心力 与 在 赤道 的 平均 重力 的 比值 。 


(2.3.14) 


(6) 上 面 引出 的 量 Ro 确定 一 妹 画 三 的 半径 ,此 球面 对 单位 
质量 质点 引力 的 势能 耳 , 等 于 势能 如 在 此 球面 上 的 乎 均值 ， 


1 | HF ,dd 
47RE r=no 


了 


其 中 
do RESINAd0dN 
为 球面 坟 ， 的 面积 丈 。 因 此， 按 (2.5.1) 帮 


_ 2 于 加 ， 
Ts 一 区 RE da Ri,-n, SiNGd6 


-你 让 saw 
-$9 Pa(o0s0)singdo] 
3 0 


-党 ( 相 


固 按 Legendre 客 项 式 网 性 大 布 
| Ps(eose)sinede= 
志 
下 面 限 于 研究 豆 与 立 4 的 避 盖 


-ea 


《2 .3,.15 和 》 


” Bl + 


标准 粒 球 体 这 样 确 定 : 在 其 表 人 而 上 势能 等 于 平均 地球 球 面 
如 0 的 势能 ， 接 此 定义 ， 用 表示 标准 椭 球 体 直面 的 矢 答 ， 有 
tH) _.*=0 {2,2,.16) 
此 万 程 确 定 R* 作为 骨 8 的 函数 ， 鞭 解 写 战 
R= Rll yo}} 
页 3} 表征 i 淮 酸 球体 与 平均 地 球 右 的 偏差 ， 它 与 让 训 mm 辐 阶 
小 。 代 保留 一 阶 小 中 ， 近 (2.3.16)， 得 全 
~—Y(0)—-~ oP,{eong) = 
者 椒 准 焕 球 而 的 方程 有 撒 站 
有 一 下 人 一 全 Pafcos9) 1 (2.2.17) 


= 


在 未 道 和 所 良 ， 迎 汝 8= 二，8 一 0 村 ， 有 有 


(Re ya 一 六 (+ 二 )， 


(CR), -一 上 一 开 ) (一 1 {7.5.18) 
量 afie 称 为 标准 椭 球 的 六 着 半 径 利 极 半 9 是 压 绢 
可 一 do ee 
Ro 人 半 


标准 畏 球 体 和 平均 地 球体 去 面 以 : 平行 圆 相 人 交 , 在 此 加 上 ; (cog3 
变 为 准 ， 了 即 


co8D 一 +¥ i O01=35°16', Hs=144°44! 
可 将 标准 椭 球 体 方 程 写成 


R*=R, (二 所 一 eeos20) =ull—acos:g) (2.3.19) 


发 永 虑 的 柱 华 款 ， 在 标准 本 球面 上 等 于 
” 82 * 


Ps 一 GT 一 上 cos201Sim 有 


Sg{l—acos*p)cosg 


t=+* 1 — 3 acosp 
t 骨 一 一 - t 人 下 
20 dp* 1 十 28 一 3000828 EO 1—20)tee 


tap* — ted as 9 —— 20tgg 
E=f—0*—asinog (2.3.20) 
(7) 转向 计算 在 所 研究 势 场 中 的 力 。 力 在 球 从 标 中 的 投影 为 


一) 


RR! 
— (2G—m) iP2 (C080) 


| F (2.3.21) 
十 避 坟 RPalcos0) | 
-32 fo_m\Ro 
Fa= rg l( (YP) 
m rr]. 
+ 下 站 }sin20 
FP,=D0 


* 


其 中 go 由 (2.3.13) 确 定 。 在 椭 球 面 上 的 品 ， 得 到 


3 5 
FY 一 一 go 1 十 和 一 这 mm 一 《a 一 号 mm )oos*0 
3 2 ( 2 ) | {2.3.227 


Fi gotrain2g 1 
重力 在 炳 球面 法 向 和 径 钱 的 切 向 ?上 的 分 量 等 于 
F#¥—F¥o0ge— Figineas Ph 
P=Figinet+Ficone— goosin2g t+ Fy=0 
后 一 结果 作为 验算 ， 因 为 和 拓 量 grad 互 沿 水 淮 面 瑟 一 const 的 法 
向 。 表 达 式 下 3 还 可 写成 形式 


Fi=—gs(l+ bcoss) (2,3.23) 
其 中 
中 se 一 中 0 (+ 一 3】 {2,3.24) 
为 林道 上 前 重力 加 速度 ， 常 数 记 为 
b=3m—a (2,3.25) 
现 组 成 标准 椭 球 体 在 柱 坐 标 2*，z* 中 的 方程 ， 按 (2.3,19y 
有 
: Repeal Ac) aa (1—20008*0) 
A D0 
或 者 
证 器 新宇 
全 + C120)=1 
但 按 (2.3.18)， oarc2(1l 十 29)， 因 此 . 
黄 衬 插入 
(二 3 一 ! (2.3.26》 
项 后 给 出 基 些 数据 。 常 数 
8 一 6378 ,4 ， ac0.003375 {2.3.27) 


34* 


_ 1 
2388.4 
由 9 各 雪 ， 技 (2,3.3 求 得 
3 COC—A _ 
00164 
出 岁差 理论 知 
ERA 0.003275 


mW =0.00347, B=0.00529 


于 是 给 出 


Cs =0.334 


{2.3.08) 


{2.3.,29) 


(2.3.30) 


(2.3.31) 


而 对 勾 质 球 来 说 为 0.4。 这 表明 地 球 平均 密度 向 地 心 增 大 ， 
5。 《1.9.9) 中 其 余 诸 项 的 计算 ” 当 m 一 1 时， 我们 有 


0 OT) Ux YT 2) 


U(xsingo zo080 60) 


=U*{(zsingo—xco800) :TF yy,, 


(OX Dr =U {i sng+icon) x (—is RUgINO) } rr 


—U?R*sing (~ zsnd X00800) 


二 攻 量 vo 是 起 始 坐 标 系 极点 的 速度 ， 是 常 失 量 ， 它 等 于 


Vo= —i RE Singo 


因此 包含 we 的 项 为 零 。 我 们 得 到 


E0004mO Xo)r'=— TU { (zing —xco800) 


+2RE(28in0 — xC0s0,) ing, + Re?sin00+y?} 


+ RU ?Sin’go 


一 一 二 Us 十 const 


养生 ， 常 数 项 可 略 去 ， 用 hi: 天 记 点 到 地 球 转轴 下 离 的 平方 


h(nOo — rcp } +y 


nu 


加 1 
Hx=ii— FooFm xv) rr’ 


— .trys 
再 soU hconst 人 .3 .32 


据 (2.3.8) 力 是 王 力 势 能 ， 即 引力 庆生 表 生 离 沾 让 菇 能 之 利 。 开 x 按 
等 式 (2.3.15) 珊 定 ， 上 主 其 中 人世 启 哥 亚 导 . 刚 赃 离 r 已 政 后 司 1 寻 引 度 
的 杂 角 8。 我 们 存 


一 和 十 六 一 人 二 十 2, 
cosbg 一 一 fi1Sine 二, CCSHH, } 


而 因此 
rr 二 x 十 y ?十 (Rt 十 2? 
1 
COS0 = xsindo (RYT2 } cosg,) 
其 中 ， 按 (2.3.17)， 有 
=Ro— aR Pa(cosg,) 


并 县 Ro 为 地 球 平均 半径 ,而 R$ 为 标准 贿 球 体 丰 点 0 的 半径 ， 
我 们 有 


P(eou0)( t+) 


一 1 上 各 区 十 y3 十 52 2 
Ro RT 096) (1+ 起-) 


1f42? 42 2(x? 十 2 
{+ ap, :(cos80) 2. 


。 6。 


这 后 认为 民有 一 阶 小 。 
5. 简化 方程 及 其 解 ” 科 化 方程 福山 玉 '“ 兢 定 ， 即 


5 1 » 
oR ~ ， 9 一方 一 一 | 
AKO | 
~ aPs 
jo Kt (2.3.35) 
Bi ax 0 Pay | 
= 0 
Ls ”有 J | 


:这 就 是 重 和 质点 在 不 计 地 球 转 动 时 的 运动 方程 。 它 的 解 大 形式 
Pi=p1, P=—p,, P= —gotiths 


和 
) \(2.3.36) 
z= tt, y=Batt os,s= hai ,got +0s 


谭 a4， 是 方程 组 (2.3.35) 的 坐标 和 动 且 的 初 值 ，。 
6. 扰动 运动 方程 ”扰动 方程 (2.2.3) 可 借助 Hamilton 葬 
数 玉 5 组 成 ， 其 中 坐标 和 动量 应 以 (2.3.36) 适 民 ， 
EWU{(P co0 0 — Psingo) (Psti+ 0;) 
一 请 (BTGiJeosBu 十 9o 红 有 st 二 cas)jsingn 


二 Ba(Psf 十 oa 一 了 oof jsindo 二 {Bi 


ta) +(Battos)’—2(Pattas— S90f°)?} 
(2.3.37) 


我 们 得 到 对 量 es 的 三 个 扰动 运动 的 正则 方程 


利 名 9 1 


“0+BItTU (Cagt+ BF) 0000, 
一 .99 {ptt i 
(81 + ) 


ni 2 
y=—=astpit—U (a pr)cosg, 
TUCadtt at)sing, | 
do 本 1 0 13 1 §. 《之 .3 ,40 入 
Ro (8: 6 十 2 5) 本 go Sind | 
>a Bt—U (adt+pot?)sing, 
290 1 本 ol? got*y 1 2 
GE 
以 及 动量 依 


多 ™, 
P=BItUBl cos0,— "(BY 全 十 qd ] 
Po=f2—UBPI coos00 +U ptsngo 
— 90 fp onl 2 
RA (83 3 十 ca 本 90 snen | (2.3.41 小 
一 一 6 。 20 1t* | 
PepI—UpY sing+2g (82 5 | 
十 在 呈 一 got) 一 gt | 
单位 质量 质点 前 租 对 广 六 动量 等 于 速 庆 在 坐标 系 oxy2 上 投 . 
影 #， 了 3，z， 可 按 公式 (1.9.13) 计 算 。 我们 求 得 


i=PitUycoBo ~ PtU(a+ Peo | 
y= Pe—U(xco0 — sgn ) DP, | 
—U(at+tpitcospo UCad t+ Pat)singo ‘ 


一 二 Vonfssing。 
z=P.—Uysmoo~ Pe—U(as patsngo 
这 些 美 系 可 由 等 式 (2,3,40) 求 导数 币 得 到 ， 常 笋 9，q3，,，03 是 


* 91 。 


-坐标 的 初 人 入， 常数 B99， ，8 由 速度 初 值 按 以 下 关系 确定 

2 一 及 十 Ualcosgo，zo 一 有 8 一 aycosgo 十 [Tagsing。， 
to= p34 Udassinn, 

例如 ,研究 点 靠近 地 面 由 高 六 处 无 初速 生 下 落 ， 此 时 有 
ol=0, od=0, od=h, Bl=0, Bi=—Uhsingo, BY=0 

.并且 忽 略 依 束 于 重力 随 高 度 改 变 的 项 ， 按 (2.3.40) 我 们 求 得 
X= Uh singocosn 0, yaUer sing, | 
sp dr sl [2.3.43) 
一 一 本 31 +U?htisin? dh 91? 


人 中 可 在 取 的 计算 精度 上 没有 意义 ， 我 们 得 到 
落体 东信 的 表达 式 。 

在 铝 秋 上 抛 情形 ， 初 条 件 汐 

oi=0, a2—=0, og=0, PI=0, BI=0, BI=20 
面 由 (2.3.40) 得 到 


X=0, y=Uzot:singo -Ugt?sing, 
zs0t— gt (2,3.44) 


在 到 达 最 大 高 度 时 刻 ， 即 当 z==0 时 ， 西 偏 景 为 


3 一 3 Uh.sing, 【2 .3.457 


我 们 再 研究 由 地 面 以 速度 几 。 斜 儿 情形，” 与 水 平面 成 6 
和 和，2n 在 水 平面 上 投影 与 北向 成 # 角 。 此 时 


al—0, a3~0, qf=0 
一 vcosGoose， 厅 0 一 oncosGsine ， 
P=vsind 
按 公式 (2.3.40)， 我 们 得 到 
* 2.» 


YX 一 motoos0cosz 十 Luoficostainecostu 
y=vuotcosd Sine— Uvu,t* oodoosecos0 o | 


tUvot’sindsingo — Ugot sing, , (2.3.46) 
z=votsind —Uvot?cosdsinesin gd, — gof | 
在 轴 05 存 抛 射 平 面 上 ， 轴 0% 与 05 垂直 且 与 西向 成 第 ， 
由 由 前 两 式 得 到 
=votoosd Uv ot sindsing, sne — Ugui?singosine 
y=—Uvot:(o08d0c050 0 — SINndsing geose) 
—.3Ugot? singocoss 
后 一 式 子 确定 对 抛射 平面 的 偏差 。 
$2.4 质点 在 阻尼 介质 中 的 运动 


我 们 不 计 地 球 自转 各 重力 随 高 度 的 变化 。 此 时 ， 对 单位 磺 量 
的 质点 ， 令 轴 % 为 水 平 ， 轴 》 铅 熏 向上， 有 


H=-(p3+ p+29y) 
阻力 与 点 的 速度 方 商 相反 ， 在 ox 与 oy 上 投影 分 别 为 
Fe 一 一 上 fa) ,Fy Sf), vy IT 
并 且 上 一 pz，z# 一 py。 当 不 计 阻 力 时 ， 得 到 
x 一 ga 十 it 3 一 az 十 Pa 一 Sof, pr=ps 


Py 一 月 :一 {2.4,1» 
扰动 送 动 方程 (2 .2. 入 


ti 二 一 9 


ts =P, 9X 一 碧 ， 0. 


Ap “9p, E72 


* 93 : 


_ 人 9 " dx dy 
记 _= 一 五 ， ja 十 五 ， ,请 ,一 =P so. Fy ET 


印 
人 1 一 上 Pi plo), 8 ,一 机 一 9 FT : 
" | 
= f(y), #2 一 一 ps a flv) (2.4.2) 
ov BIT(Bi-on | 


如 果 阻 力 很 小 ， 那 么 在 积分 时 可 将 方程 右边 中 的 al ,aa Ai， 
尹 。 站 作 常数 。 此 时 有 


mast [rh Bi fv)dr, 
omagt+ [+ £ 经 一 97 -fun 可 下 | 
(2.4.3) 
pp 一 | pr fae, 
必 后 着 
pa=py— | fie2rf(v)dr 
办 到 次 
其 中 vx 二 v(T)， 为 求 积分 我 们 引入 新 变量 4， 
7 (BI—BIshh) (2.4.4) 


dT 二 一 Bi .bad (2.4.5) 
9 


一 G0 十 (今川 《sh 一 sh to) 
xfC58chahyd2 

att (GG) | shah 
sO 


| 
| 
x shifepIcha)d, r 
一 有 十 | f{PIcha)ds 
总 了 A0 
ps=P2 二 大 | sh28(pYeh2)d3 
站、 
基 中 shpo=p8/B9， 
将 (2.4,6) 代 入 (2.4,1)， 并 令 


sh gr(BY—gt) 
出 有 


< 一 ee 十 及 人 十 (和 ) sh 


—shx)f (prchaydh 


(2.4.77 
尾 并 
y= 二 Pit lor:+( )| (sh 
2 如 下 由 


—sha)sh4f (pichAyda 
样 ， 当 给 蝇 其 栖 的 阻尼 定律 f(v)}， 使 可 由 (2.4.7) 得 到 间 题 的 


鲜 


82.5 不 平衡 性 对 陀螺 的 影响 


1， 动能 ,势能 与 Hamilton 函 教 ”在 近乎 红 垂 的 陀螺 上 离 对 
称 辅 oz 很 小 距离 e 处 联 一 质量 为 咽 的 质点 。 要 研究 由 此 不 平衡 
性 对 陀 赂 运动 的 影响 ， 并 蕊 限于 研究 与 人 筷 心 e 一 防 成 比例 的 量 ， 

陀螺 位 置 册 前 4， 姜 ， 轨 米 确 定 ， 其 中 为 陀 岩 对 称 轴 oz 与 
恒定 平面 0&6 的 来 舶 ， 为 02 在 正面 0865 上 的 投影 与 固定 销 稚 


中 QH = 


讶 op 鸭 类 从. 多 为 让 总 伯 (2-3)。 
陀螺 角速度 在 与 其 因 联 的 坐标 系 oxyz 上 的 投影 为 
人 二 一 入 cos 的 于 £ CO08ASi1 的 | 
Dy = Msinop 十 KCOS ACOSP 


ts 二 轨 十 Kain | 


陀螺 的 到 能 为 
了 1 一 {A %2 十 A2cos*4)+Ct 9 十 isin A)? 》 
其 中 44 为 陀 坚 的 洪 道 惯性 盾 ，C 沥 它 的 轴 惯 性 年 。 
设 质 量 mm 在 oxy% 中 前 坐标 汶 xo 二 ecose，y ,一 eSine，z,， 
则 它 的 动能 为 
了 一 六 mif (orze 一 oayo)2 十 (osxe 一 0azo)3 
十 人 rzyp 一 外 1X0)2} 


" 96 *. 


十 让 coshsin (9 +e)} 
相 此 ， 和 忽略 带 ez 项 ， 得 到 


A= Ps mezo ,cos(9 +e) 


4 ACP? 
— Pn— porSinh | mezo | 
Acosih ACCcos A DoSn(P+e) 
. 2 | .5 .3 
多 一 一 Sim 2 十 pe pee pcp) 2 ) 
十 -了 2 a Sin( 人 Pa) | 


而 Hamilton 国 数 的 直达 大 陈 为 


一 时 
H=3 [全 十 - (2 2) +t 十 29z#cosjcosz | 


一 [prpscos(P+e)— 2 人 pesin (多 十 6) | 


~—mgeLsinucos( 9 +8) +sin4cosasin(P+4e)] 
一 五 十 五 ， {2.5.4) 
对 于 近乎 铅 垂 陀螺， 有 


SiNiaeH, cogh21— 二 SIn a， oosjm1 一 -全 


于 是 


Yeah’ + 2)] 
Hi=~ [ppecos(P +6) "(2.5.5) 


(pr—Ape) posin(g+e)] 
mgel koos(P+e)+aAsin(g+e)] 
二 日 生 四 


2. 未 岳 动 运动 方程 和 扰动 运动 方程 ”陀螺 未 搞 动 运动 方 
程 ， 由 万 ,构成 为 


1 一 于 .~ Dn Pe De teas) 
二 了 (Pa 一 bs)， Psa— We 
9 Pr 及。 Pr » 
多 J A, Po=0 
将 其 写成 复数 形式 


4 十 j 1 一 了 (pa 一 了 pp 入 二 ii] 


一- 


(ps— pohtins) = i {ps (2.5.6) 
一 pe3 士 ipi) 十 @x (4 十 1 
2 pe _ -:_s 1 
Ds= by, 仍 一 Ci . = 】 
令 二 次 方程 
qd 1— 了 十 A (2.5.7) 


的 根 汶 9;，9;， 并 所 Hp, ， Bn, Bs 才 东 坐标 各 动量 的 初 值 ， 
别人 (2.5， 0 前 商 个 方 和 的 可 分 为 


A 十 1 一 te (geler! gol!) 
i, — Poa ,++ip, Bias eid) 1 
+ (9 一 9 
. 。 (2.5.8 
4 et oa 119142 ) 
1 2 
—Poa, tig, 
wx idal pidi 1 十 用 和 
( ) (9 一 gq2) 
X(91ie191 1 gel"2:) 


* = 


十 191CGs mio)(e i —e lz )eir 

+ (papoastips)e eat 
(Bahraaidi)e st 

— mgel(as Tig)e 和 


— Boa, tif (eit eidatye-iy 


— -3 (Ba— Boar—ipr) et 一 e-tgzeyeir} 
2 


{2.5,.13) 
我 们 米 组 成 扰动 运动 的 正则 方程 
是 gH 了 了 已， ,8 __3H, __9Hi 
” ap, 325， da." da, 


注意 到 万 | 依赖 6。 ，8;，a,，0， 是 借助 于 时 
oS1=pr— Pods +iB, Gs=0 二 ia, 
以 及 它们 的 共 轿 景 6;，52 的 。 因 此 


3 二 ， 二 8 已 ， 3 (OE 一 8) 
05。 351 二 ” 38 951 EF” 
a51 dv 


31, OT +938;. 3 _p (2 
Ba 4583 35 * 0, ~ \ ger 


二 )+i dt. -a ) 


上 汉语 


的 据 动 的 登 加 ， 

去 河 于 方程 (2.5.14)， 利 用 gi 比 95 小 得 多 前 假定 ， 便 可 简 
化 它 。 在 这 些 方程 训 边 的 三 Be 和 ae 可 当 作 滑 数 米 研 究 ,并 贞 
Bo/C 一 Po， 于 x 表示 小 参数 mezo/A， 我 们 得 到 


i 4 
。 下 
ra 十 1 一 一 1 和 (i+ 0 } " | 


人 Zo 


Ba— Borrtij ei’ ‘CPi (tA 


4, 
x ee! eo 
ZoP 


时 这 些 茯 系 得 知 ， 染 有 = 人 于， 节 在 支点 的 惯性 椭 款 是 一 球 - 
峙 ， 在 扰动 运动 中 出 再 与 时 隔 成 正比 的 天 


32.6 人 造 屯 球 卫 星 绕 质 心 的 转动 


1. 卫星 的 势能 与 动能 人 迁 了 地 球 也 星 九 其 质心 转 吉 是 一 征 
殷 动 孝 别 运动 ， 这 年 狂 动 埋 论 应 用 的 有 趣 例 子 ， 

令 人 和 本 为 也 果 困 中心 恨 性 完 更 开道 中 心 齐 性 逢 ， 是 的 
运动 在 地 球 引 力 场 中 发 生 ， 这 时 假设 地 球 基 一 村 质 球 . 此 时 ， 接 
(2.3.6)， 引 力 场 势 能 等 于 


= x{™? I }， 
其 中 去 = 了 沽 下 力 和 常数 与 地 球 闫 量 的 莱 积 x? 十 y? 由? 一 22 
替代 ,并 县 在 立 中 会 去 不 依赖 于 与 卫 旦 出 联 轴 系 方 位 人 的 尘 , ' 得 
到 
3 、 
N= ALC 一 全) Tr (2.6.1X 


“ 103 。 


用 ev 表示 由 地 心 到 卫星 质心 方 应 对 避 的 单位 矢量 , i 为 惯 
福 棋 球 转轴 Gz 方向 的 单位 估量。 它 与 e。 成 角 和 (图 2-4) .此 时 


zx? 


a (eri ?= coS2 0 
而 表达 式 玖 成 为 
了 一 2a(C 一 4) So 0 (2.6.2) 
二 r 


下 加 将 开 家 为 Euler 角 的 通 数 。 引 入 正 交 三 面 角 ， 划 位 乐 量 为 
el 2 3 以 屯 心 人 造 卫 星 业 圈 思 道 的 焦点 为 原 所 1 er 
指向 轨道 近地点 ，ez* 在 轨道 平面 内 与 知 轴 平行 ，@3 二 81 Xey 与 
轨道 平面 于 直 。 丫 计 卫 星 轨 道 元 素 的 找 动 ， 这 时 1，82，e8s 在 
空间 保持 不 变 方 向 。 我 们 有 
如 一 此 ;COS 二 十 2 SinC 

其 中 0 中 示 近 地 角 ， 即 秋 必 2。, 与 近 地 方 向 的 夹 角 ， 

5 卫星 问 联 的 办 系 oxyz 的 方位 《单位 矢量 j,i。，i) 用 
Euler 角 争 ，8， 多 给 出 (图 2-5)。 这 时 有 


C2,.6.3) 


eis =Sngsiny | 
邓 z 1 一 一 SinBeos 节 (2.6.4) 
es ba =—=e080 J 


进而 按 (2.6.3)， 有 


cosb=e.,.-.i, ~—sng{ singceoso— cos¥$sinog) 


~—Snpsin(y—o) (C2.6.5) 
现存 用 5 老 示 加 道 前 长 半 轴 ， 册 上 epler 定律 条 
mn 
i ave 
其 中 5 为 笑 率 或 称 平 均 运 动 ， 出 
= Sud, (C—A)sin’gsin’($—~0) 2.6.86) 


~ 0 和 “ 


图 2-4 
卫星 绕 质心 转动 的 动能 为 
一 读 4(oi 十 oo) 十 二 Ca 


= (AC + ?sin:0)4+C(P +$ cosg) 


(2.6.7) 
动能 还 辣 写 成 形式 


T= 3%0: {4+(C—A) = os {4t(c—4)7*} 


人 


C 


2 1 
Hm 4A singsint($—o) 


下 的 3 
1 一 (1 一半 Vy 


3n: grd 
< os 1 (a 1 ) (2.6.8) 


* 1] = 


对 于 实际 卫星 ， 比 值 4mw/o 祁 是 小 量 。 这 种 铺 况 允许 由 用 挑 
动 理论 方法 ， 并 且 一 次 近似 (辅助 问题 ) 相 应 于 在 鼠 =0 时 的 规则 
进 动 。 对 于 地球， 按 (2.3.30) 有 


“A 一 0.0033 
在 太阳 吸引 下 
和 1 
366 
在 月 球 吸 引 下 ， 和 应 的 为 
居 1 
D28 


比值 豆 /T 了 是 很 小 的 。 在 人 造 闪 是 问题 中 ， 这 个 比值 起 小 站 这 用 
扰动 理论 越 有 北 . 

2， Hamilton 函数 出 表达 式 {2.6.6) 和 和 {2.6.7) 得 期 ， 包 是 
循环 党 慰 ， 因 此 得 窗 的 广 闵 动量 


pe=C(9 +#$ C050)= By (2.6.9) 
保持 常 值 ( 不 仅 在 辅助 问题 而 有 旦 在 睦 本 问题 中 )， 
组 成 动量 表 玉 式 
ps = APSiNg + Pocosd, po=Ag (2.6.10} 


我 们 求 得 


=- be 一 了 一 下 CO 有 
自 了 区 -gsi gd (2.6.,11} 
Hamilton 台数 等 于 
_ 工 pe ae 二 条 Go] 3 20 
H= {3 十 Asin:p tran 
xC—A)sin’osin: (名 一 CD) {2.6.12) 
在 此 末 杰 式 中 已 合 涉 党 站 项 BC2C)。 对 辅 喇 问题 ， 下 am ittea 
消 数 等 于 
lf (Cp mH,cosg) ) » : 
,= ,| TT snipg ~ (2.6.13) 


106 ， 


它 允 应 规则 进 动 运动 ， 这 竺 坐标 节 也 是 循环 坐标 


br~— "0, py 一 月 ， (2.6.14) 
5。 动量 矩 是 常 关 是 ”物体 的 动 入 和 粉 可 写 戌 撒 式 
-Anon' Pang) Cis(P + yos0) 
其 中 所 ， 姑 " ，is 为 举动 三 面 角 单位 失 量 ， 分 别论 生 线 。 在 淋 道 
乎 盏 内 与 节 线 机 慰 外 的 线 以 及 输 oz 的 方向 ， 砷 
i 一 日 ， 避 。 =eing, 一 p+ #cOsO 


为 前 速度 在 这 些 万 向上 的 投影 .由 (人 2.6.9], 2.6.11 和 (2.6.14，. 
我 舍得 到 


K=np tn "Tho +i,p, {2.0.15) 
吴 然 对 质心 的 和 外力 械 为 雪 ， 那 么 亿 基 下 的 太 小 和 方 灌 就 不 
变 。 这 可 由 动量 和 定理 得 到 。 不 利用 这 个 定理 , 仅 利 典 正 则 方程 
《2.8.11)》、(2.6.14) 以 及 余下 的 方程 
a 


Pe=— 38 i (By—Peco8B) {Pe— Pocoso) 


(2.6.18) 
用 直接 对 其 的 表达 式 (2.8.15) 求 导数 的 方法 也 可 验证 上 述 结 论 、 
汶 此 ， 注 意 到 单位 大 莉 坟 、m'， 的 灶 动 三 下角 的 坊 速 这 所 量 : 
等 于 


Wo 二 6 十 全 /第 Sin0 十 和 cos 有 


1 CS 有 一 9 

= 了 (mp， 十 守信 fs 二 一 二 fr 0 oosg) 
(2.6.17) 

因此 


二 _ By ~ cose ( QOS 及 -3 

nO X= Asing 1 sing 一 as 

n 一 DiXxnri Pn dr Pecosd os (2.6.18) 
0 3 4 Asin?n 

di t Pe 有 ,一 —pocosg 

-di 0 xXis=—n 4 十 2 一 一 Aang | 


我 们 求 得 


K=p,n+pon +( Frees )n nn 


By— prcosh ny + Br 9 


- - i 
十 sing di =0 (2.6.19) 


这 由 导数 0，8bo 用 其 值 (2.6.11)、(2.5.16) 代 入 并 代入 单位 矢量 
的 导数 表达 式 可 得 出 。 还 要 注意 到 ， 出 (2.6.15) 有 有 

ia :KK=B,, es .KEK=jy | {2,.6.20) 
并 且 第 一 个 等 式 去 明 ， 物 体 情 Gz 与 不 变 方 门 矢量 下 的 买 戎 保 
持 帝 值 。 罗 此 ， 当 es 济 收 广 向 ， 而 在 网 定 轴 的 这 种 选取 下 
Euler 角 妆 ，8，P 分 别 用 大寺 字 坏 记 作 轨 ，@，GB， 按 (2.6.20) 
我 们 得 到 

@=04, Pr—=K, poo= Keosg, {2.6.21) 

而 由 (2 .8.11) 和 {2.6,9) 得 划 


二 月 ,一 Pecos@, A 
Asin: 部， A 


而 = Ves@, = Koosgo 


A (2,6.22) 


前 一 表达 式 是 绕 不 变 方向 矢量 下 的 规则 进 动 运 动 中 轴 Gz 的 角 
速度 ， 后 一 表达 式 是 自 旋 角 速度 . 
4， 用 举 标 变换 确定 Euler 角 ” 设 和 为 下 方向 的 总 位 欠 量 ， 
物体 锅 在 时 间 + 内 由 原始 位 置 刘 发 生 的 有 限 转动 矢量 上 为 
+ 了 站 名 


nn ?el SNecosdo, 1 .er™= O08¥, CO80 0, 
1 0 ting, 

在 邯 本 普 换 后 让 有 自 以下 此 太 式 

PrfeN Sosmn0o 
， 


of 1 
A a - asin 
OOSH -= CL le 站 到 | K 
fF 
+ fh (2.6.27) 


Sm 站 5 站 ing co 


sim 天 有 一 有 cosbe ， ) 
pe ( sin 0 Cos¥$ ot Pecose osinyn 


| — cosF 一 . 
RB pocosyot Frify Se singo) (2.6.28) 
和 2 


; ; In 一 睛 CCS 有 0 
singcos$ = sin00 cos$, cosy + RE (—- A sinyo 


+ pocosGocosgo )+ ps (— Posiny, 


二 二 cosyg ) (2.6.29) 
公式 (2.6.27) 可 用 积分 能 量 积分 表达 式 得 到 ， 公式 (2.6.28) 和 
(2.6.29) 可 用 积分 钊 速度 的 天 达 式 (2.6.11) 得 到 。 基 子规 则 进 
动 的 简单 公 趟 以 及 举 标 变换 记得 到 的 结论 非常 简单 而 县 回 管 了 事 
情 的 本 质 。 还 要 注意 到 


了 一 月 cos Ye 
pdt, Kem pit (Lt) 二 68。 《2.6.30) 


得 公式 (2.6.27)、(2.6.28) 和 (2.6,29) 联 全 下 述 关 系 


KK ， 
ber—=pfy, pe sg (cos9, ~ 如 好 Jsiny 


+ he sinO ocosy | (2.6.31) 


"1 


晤 一 关系 由 对 发 达 式 (2.6.27) 求 导数 而 得 到 ， 

5、 扰动 运动 的 研究 ”上面 我 们 得 到 了 在 规则 进 动 运动 中 广 
义举 标 和 广义 动 及 用 时 间 以 及 变 让 初 值 去 水 的 小 达 式 ， 即 辅助 止 
出 方 程 组 的 Cauchy 积分 。 因 此 ， 对 量 Bo，B。p，66。，¥o 的 扰 
弄 运 动 方程 将 是 正则 的 。 据 (2.2.3) 和 (2.6.12)， 这 些 方程 导 


1 a ; oH 
,eo 
ap, Yo 一 DB 
站 8 也 = aH 
Bs = 90 By ap (2.6.32) 


我 们 将 不 取 这 些 方 程 ， 而 基于 其 它 计 算 方 法 。 我们 从 原始 方程 组 
中 而 不 是 辅助 方程 中 研究 永世 拓 的 大 小 出 发 。 据 公式 12.6.12) 和 | 
《2.6.15)， 洲 县 在 后 一 式 中 By 用 ps 管 民 ( 此 动 最 现在 不 得 是 各 巾 
数 )， 我 们 有 


8 
K:=2AH+ BS—3n Ts A(CC~ A)sin’Osin*($—0) 


(2.6.33) 
本 
既然 有 仿 量 积分 “一 0， 那 么 
2KK=2K .K 


d 『 as ， ， 
=—3mA(C— A Ir| Ssin’esin:(y—o0) } 


{2.8,34) 
惊 始 问题 的 正则 方程 写成 形式 
po=(Pe) 0 9 (bo) —3n: Ss (C—A) 
~ Sn CosOSn CP o) \ (2.6.35) 


by — in So (C—A)sin* 
Xsin(¥$—0)cos(y—o) 


-一 一 -一 


”111l 


共有 卫 (pe)o 按 (2.6.16) 确 定 。 方 程 (2.6.11) 以 及 微分 公 武 (2.6.18) 
在 以 ps 代 香 后， 保持 不 变形 式 . 因此 ， 计算 天 量 天 的 导数 ， 
氏 吉 (2.6.19) 的 是 

开 一 一 302.2-(C 一 4)singsin(g 一 ctmacosbsin(# 一 吕 ) 


+n'cos(y$—o)} (2.6.36) 
因为 闪 余 导数 按 (2.86.19) 结 果 己 等于零 。 我 们 得 到 


“ 台 
K'er=3n’®,-(C— A)cosgsingsin($— osino | 
[ 


" 好 
下 .ez 一 一 3H2 (C— AjcosdsinOsin($— oo) coso 


Kes=—3n (CAsin’ gsin ($0)cos(y 0) 
天 


(2.8.37) 
下 面 根 于 研究 规则 进 动 送 动 的 长 期 扰动 ， 即 随时 间 单 调 增 大 
的 项 。 不 考 一 周 贡 扰动 。 汗 意 到 方程 (2.6.37) 右 迪 包 括 沿 纪 周期 
性 一 一 对 于 带 五 旺 沿 轨道 运行 周期 的 变 最 go， 以 及 对 于 带 有 革 星 
负 进 动 周期 的 变量 罗 ， 据 条 件 后 痢 小 于 前 天 。 既 不 考 虐 长 膨 期 的 
扰动 ， 也 不 考虑 短 肝 期 的 扰动 。 上 述 方程 右边 必须 对 两 个 变量 o 
和 于 取 平 均 。 我们 导出 如 下 关系 
Ke, 一 2 202(C 一 个 上 和 sinodof singcos8 
xsin(¥$—o)dy (2.6.38) 
为 得 到 扰动 运动 的 更 精确 的 疼 象 必须 考虑 长 周期 拔 动 ， 限 于 对 变 
最 地 到 平均 ， 并 在 取 平 均 时 忽略 估 阁 于 0 的 基 的 变化 ， 这 些 量 
在 变 基 下 的 周期 内 没有 多 大 的 改变 ， 在 时 平均 下， 矢 景 K 的 大 
小 保持 党 值 ， 这 可 由 关系 (2.6.34) 得 到 。 右边 部 分 对 变 蜡 风 取 平 
的 ， 我 位 得 到 


“I12 - 


_ > 1 fd oa; 
2 Fin CC— A) 4 | dr df ri sin:gsin:{$—o) 
4 1, r 


区 3 iT=2™ 


一 一 2 -ACC— DD sin’ gsin (~— oY) 二 从 


ra |zr-=n 


(2.6.39) 


国 为 sin Tsing cosFoinD 控 (2.6.28) 科 (2.6.29) 是 轩 的 凡夫 
出 笋 ， 


转 本 让 媒人 人 6.38。 在 对 变 坚 Ga 到 平均 上 时， 而 用 芋 

和 0 二 ecoso] (2.6.40) 
来 代 荐 a/Ar?。 用 [ 分 时 没 在 多 大国 难 ， 亿 公式 列 写 很 是 复杂 。 因 
此 流下 汪汪 限于 各 力 和 te 人) 稍 撒 。 让 上 芋 是 何 旺 中， 这 不 会 导致 


A 


中 误 ， 辐 为 实际 卫 旺 的 妨 旋 开盘 小 ， 在 村 a 下 玉 均 后 ， 我 们 得 到 
K.e,=— 和 (C 一 个 | eon0singcosydy | 
" 
dn E23 _ _ 
K.e,=C— pe | cosesin gsiny dw 
0 


(2.6.41) 


Kes=— nC—A)| sin0dw | “sin 2(% 一 ojduosg 
(2,6.42) 
矢 最 下 在 喇 新 道 半 面 的 法 向 es 小 的 投影 不 只 有 长 期 扰动 。 
在 大 系 {2.6.41) 中 积分 号 下 表达 式 需 用 (2.6.27) 一 (2.6.29) 替 
从: 在 计算 积分 时 需 将 时 间 的 要 变量 ,fo, 80, Yo 当 作 常 
数 。 我 们 有 


cosesinBcos 间 = DoS F ( ooss， 一 fr) 


x {singu cosy, + Sin 功 。 


"1i3: 


中 ,Si In 
i 一 i 
入 


_ rtpe 一 刁 ， COSA, ) cospo) + 


Finin:p, 
五; 一 ps CO np ) 
一 -一 a SE 
xf singo sin om— ,CO Jo cos 
QOS 
1 S30 oy po) + 


ft (— josing 十 -= Sin 


Tp 四 
而 对 将 积分 后 写 为 堆 的 项 太 写 唱 ， 积 分 并 化 消 ， 得 到 
¢ 一 3 Be Vp 
x (Lh cogye 一 总 -sy (2.6.43) 
类似 了 有 
人 
5 
x (fe Hg sim 节 十 -和 cos 
这 些 关 系 容易 写成 更 清楚 的 形式 。 按 (2.6.25)， 求 符 
Re 
Pp 9 
| 
(2.6.44) 


因此 ， 考 虑 到 (2.6.20) 并 用 6@o，%s 表示 矢量 下 与 卫星 轴 各 


与 罗 送 衬 面 相 垂 旧 的 轴 之 问 的 常 角度 (在 规则 进 动 下 ) ， 用 re 表 
示 由 (2.6.9) 确 定 的 物体 常 白 旋 角 速 府 ， 科 到 


"1i4: 


X 1 一 3Co8? 站 COSX0 用 ea 


和 纺 全 一 过 


下 ” 此， 二 = ， 
4 Cr COSO 


* 3n: C—4 
RK:e,=— 4 Cr ogs | 
| 
| 
| 
| 
| 


Xil— Sc08 FcoxoE .ee 


这 此 关系 表 曲 ， 动 各 三 尖 生 蕉 所 与 加 道 平 面 法 向 素 ; 相 平 每 的 
速度 


382 已 一 过 
Q= Cr, CSOu(l—3c08 人 oj) CO8XY ea 


(2.6.46) 
亢 转 动 ， 国 蝶 ， 避 电 和 守 成 井上 晤 进 动 ， 关 多 怕 以 全 六 壕 全 过 动 ， 
而 KK 保持 到 小 不 变 。 规 则 运动 的 搞 动 就 应 可 用 卫 导 人 悍 福 棒球 的 
非 球 性 C4 关 C 来 解 妓 。 
8$2.7 挑动 Kepier 运 动 方程 


1. Kepler 运动 质点 在 Newton 中 心 引力 场 中 移 证 动 轨 
迹 是 一 平面 有 曲线， 点 在 平 曾 上 的 位 置 可 用 极 坐 标 f，P 玉 确定 ， 
对 单位 质量 的 质点 Hamilton 函数 为 
H=3(p?+ 如) 一 人 (2.7.1 


Tiamilton-Jacobi 方程 


(Oe 
移 完 全 积分 有 形式 

W=Bop+R() C2.7.2) 
其 中 Rr) 应 由 微分 方程 


六 + 一 六 一 ?< 
这 时 在 茜 时 间 间 障 (0，#0) 内 矢 径 + 将 由 初始 伞 ro 减 小 到 7 而 
【2.7.5) 第 二 式 应 取 下 耐 符 导 ， 给 | 
7 dr 自 dr 
VD”! 妥 ] 
并 且 +6 为 通过 近 口 点 时 肇 ， 国 为 被 积 函 数 的 分 母 虽 趋 于 零 但 与 
A Fr ] 臣 比例 
了 村 间 从 避 计 起 ， 在 上 述 公式 中 ri 取 为 积分 下 限 而 积分 号 
前 取 正 号 ,rr 随 ”: 值 增 大 ， 不 到 于 和 远 只 点 什 7 


(2.7.11) 


rT dr i "2 dr _ 
I | 
若 从 时 刻 fy 开始 ， 我 们 区 有 


到 dr ro dr 
i a 


其 中 ts 为 通过 近日 点 的 新 时 刻 。 下 面 将 : 会 有 到， 辐 到 近日 点 和 
远 日 六 枚 应 于 通过 平面 的 同一 点 (9 转 过 2X)。 这 意味 着 ， 轨 道 
是 对 闲 的 ， 丽 运动 是 周期 的 。 时 间 间 铅 


ti 一直 一 一 (2.7.12) 
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等于 在 轨道 外 运动 的 半 周 期 。 
撒 刀 (2.7. 引 的 积分 计算 可 根据 以 下 大 系 引 入 新 变 贡 芭 


守 问 
r=r1 COS” 2 resin? ritrs) 


1 
一 » (ra—r1) cos (2.7.13) 


不 稚 验 证 ， 不 等 式 (2.7.10) 对 实 的 习 都 满足 。 因 北 ， 生 事先 知 
道 所 研究 的 盐 存 两 级 限 信 (在 我 们 的 情形 正 r,，r2) 之 间 寺 ， 关 系 
C2.7.13) 对 所 有 情形 都 可 有 效 昌 应 用 在 epler 问题 中 ,变量 
芭 称 为 偏心 近 点 角 。 在 近日 点 和 过 日 点 ， 它 磋 介 9 和 式 ， 

如 困 引 进 中 记 


rre=20, ra—ri=20e {2.7.14) 
并 且 有 匠 锥 0<e 工 1， 那 么 公式 人 (2.7.131) 可 简化 ， 隆 时 我 们 得 到 
r=a(l— eCogr) (2.7.15) 
等 式 (2.7 .9) 和 和 (2.7.14) 可 用 来 简化 去 达 式 (2,7.8)， 我 们 求 入 
rr)=Aae sn’ 
此 后 关系 (2.7.5) 引 向 形式 
* _ rar Ge 可 
rev rf a ecosw dm to 
{2.7.16Y) 
P= Holle ;| re 
一 wj 二 人 人 四 (2.7.17) 
这 里 已 考虑 到 
Pro—v rig(l—e:) (2.7.18) 


而 we 取 为 零 ， 相 应 于 多 内 ( 称 为 最近 操作 ) 由 吸引 中 心 到 近日 研 
的 方向 计 起 。 二 (2.7.16) 和 《227.12)， 我 们 中 得 


To oa 2 
wR TT oye (2.7.19) 


对 回 时 间 期 了 和 频率 不 出 则 于 过 运动 ) 的 这 此 公式 用 以 直达 
人 enler 第 三 定律。(2.7.16) 引 有 epler 方程 


tw—esinr—n(t—t,)=5 (2.7.20}) 
它 用 来 确定 性 心 近 点 角 为 时 名 移 岁数，。 谨 永光 玉 坦 开 点 弓 ， 


-1]i8，: 


对 表 下 世人 2.7.1 全 进行 积分 ， 我 们 求 待 联系 真 近 点 角 兄 与 
信心 近 点 和 角 四 的 会 式 


= 2aTC ts( 了 二 stg 2), tg = 1 十 etg 外 
2 一 他 2? 
{2.7.21) 
由 此 得 划 
ETP os SNP 
CoSW—= Teo SN os/ li—e 1 ecosp {2.7.22) 
反 解 出 
COSw—e i Sn _ 守 。 妆 
CSP TT e008w' SPTVITe |g008m C2.7.23) 


现在 可 以 看 出 ， 和 轨道 是 以 吸引 中 心 汶 焦点 的 梢 圆 ， 并 县 下 询 
引 贞 区 常数 和 e 是 此 条 图 的 长 妾 辑 和 人 情 心 率 . 实 际 上 ,(2.7.15) 
中 的 cosw 以 其 值 (2.7.22) 埠 代 ， 我 们 得 到 以 焦点 王 为 原点 的 极 
堂 标 方程 (图 2-6) 


ei, __b_ 7 
1 十 et 有 1 二 ecosp (2.7.24) 


"1I9 + 


其 中 吨 为 峭 癌 点 的 纵 豆 标 ， 

和 人 了 .24)、(2.7.20)、(2.7.21) 表 示 的 解 中 出 现 三 个 
常数 4，e， 的 s 癌 中 运动 方程 的 通 解 应 包含 六 个 省 数 。 作 
其 系 带 数 珀 站 记 用 三 个 Euler 角 ， 用 以 侈 定 寺 道 平 而 以 下 加 
道 平 面 上 的 条 在 以 则 力 中 心 为 匣 点 的 不 变 方 种 党 标 系 os76 中 ( 暴 
系 中 ?的 位 费 

轴 系 Dox35 的 方 油 用 单位 天 蝇 el er，ei 给 册 ，el 由 引力 
中 心 指 许 近日 点 ，e。 在 加 道 平和 再 工 与 er 垂直 并 在 妆 贡 增加 广 
肖 ，es 一 elXes 与 此 平 而 下 记 . 了 tiez 第 记 作 全 ,i， 作 所 2~7)。 
角 介 在 平面 059 上 上 确定 此 平面 与 遍 道 平 研 实 线 的 方向 ， 此 实 线 
即 节 线 ， 点 六 称 为 进入 和 节点， 在 此 pr 点 向 近 只 点 
这 动 的 点 衫 遇 ;， 因 此 前 号 证 进入 节 版 贡 。 其 了 确定 提 道 平面 
对 平面 o 嫩 的 合 角 ， 而 角 台 蚌 党 让 (加 加 这 节点 } 和 输 ox{ 指 向 
近日 点 } 之 癌 的 光 折 。 


图 2 一 ? 


动 点 笑 答 表达 式 写 咸 
r=ercosP + ersiny 
=—a{e(couw—e)lterv le sinwy {3.7.25) 
将 此 投影 到 轴 系 92595 上 ， 得 到 动 操 誉 标 5， ,5 的 去 达 式 ， 这 
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类 便 子 。 人 造 地 球 卫 星 的 扰动 运动 用 空气 阻力 以 及 地 球 非 球 性 引 
超 的 引力 附加 力 而 发 生 。 

现在 导出 扰动 Kepler 运动 方程 我 们 从 未 就 动 运动 中 行星 
天 径 T 各 巡 度 估 昌 的 表达 式 (2.7.25) 和 (2.7.28) 出 发 。 在 这 些 公 
式 中 偿 助 (2,7.02) 和 篇 心 过 碟 仁 久富 真 近 点 第 过渡, 我 们 得 到 
下 于 懂 


EL 一 如 x 1 


一 人 一 一 7 
了 ?1 十 eco “ I wv le: 


xfeuresin 色 十 eofl 十 ecos 的 ) (2.7.33) 


前 一 式 为 众 所 辣 宫 ; es 和 下 于 天 答 T、 在 未 扰动 轨 谤 平 曾 
《密切 般 道 的 接 炙 刁 各 站 工 痊 罗 的 增 如 方向 二 的 单位 所 基 。 尖 量 
积 @.Xerp 用 ss 并 记 。 三 到 人 ee，eew，&s 出 三 面 衣 @1， ees， 
es 绕 es 转 一 和 角 史 而 得 到 (el 由 引 力 中 心 向 未 扰动 罗 道 近日 点 的 
方向 ); 三 面 葡 B@，es，es 的 并 位 由 Euler 贡品 i， 多 给 出 ， 

应 用 常数 变易 法 , 对 挑动 运动 中 的 矢量 7? 和 名 保持 与 未 抗 动 
运动 中 一 样 的 表达 式 (2.7.33)， 但 权 圆 元素 (2,7.26) 不 是 常数 而 
基 时 间 的 炒 知 范 数 。 这 些 未 知 艾 数 这 样 确定 ;Tr 对 财 加 求 导 相同 
所 指 表 达 式 吕 ， 而 对 时 间 求 导 得 加 速度 秋 量 ， 加 速度 尖 量 出 
引力 瑟 0 与 干扰 为 下 的 几何 和 确定 。 

设 侣 为 二 加 衣 2 ，es* 3 的 角 速 府 拓 恒 , 此 时 三 面 角 Cpr, 
2s，8a 的 角速度 为 @ 十 es 罗 。 册 单位 天 其 的 求 导 公 式 ， 我 们 得 
到 


er= (+esP) x es—(ws+P)es— moes 
es 一 (中 十 es gxXeo 一 re 一 (os 十 gp)e， > (2.7,.34) 


ea=(OFes PXEs = — Op 


其 中 避 ,，@p， ws 可 用 上 uler 和 的 导数 确定 ， 
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or 一 aicosy 十 ossing 一 平 coga 二 昌 sinigint 
di . 
Oo=—01sinP + os csp = — in (2.7.357 


+ Osinicosn 

@, = 二 CONT 

并 有 
4 一 十 (2.7.36) 

激 基 和 低 六 与 进入 和 点 方向 所 成 的 蕴 度 ， 

在 未 扰动 运动 中 三 面 衣 e;，ew，es 内 有 用 速 并 es 89 ， 当 
然 不 同 圭 抗 动 运动 中 此 三 而 角 解 惩 度 基 扩 的 分 晤 6， 
(C2. 7， 341 在 未 扰动 运动 中 右 形式 

el 一 Joe， eg 一 ge eg 一 0 (2.7.37) 

对 括 量 r 的 表达 式 人 2.7.331 求 时 ， 得 到 


> ore 0-e yo oe) gos 
"TY er e008 ter eoospy 9 eng 


o 9_ da 1a(ll—e’) 
十 ey [Ge — 一 ?9) BG too | 


+ {ost 9 一 Pp) ep— Ores | (2.7.38) 
并 且 前 两 项 是 对 未 挑动 运动 计算 的 导数 7 。 站 然 这 给 出 由 公式 
《2.7.33) 和 确定 的 关 长 儿 。 这 不 难 险 证 ,因为 由 (2.7.7) 和 (2.7.18) 
或 直接 由 面积 定理 ， 有 
_ Ha(i—e?dy (1+ecosp)’ 
$0 all—e?)3.2? (C2.7.38) 


公式 (2.7.38) 中 的 附加 项 ， 接 前 而 指出 的 ， 应 等 于 誉 。 于 是 导出 
扰动 运动 的 第 一 组 方程 
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(一 oo 全 +e 昌 十 ta jz 


de 
tone fs 了 一 (1+ecosy) (2.7.,46» 
而 扰动 运动 的 第 二 组 方程 是 
oicosn} Ssinisinu = Ve SP, (2.7.47) 
eo to) (1 +ecosP) + osesing 


~ fi F, {2.7,.48)- 


1 Sin9 一 各 esing “DaecC08P 


ei, C2.7.,49) 
此 


出 方程 (2.7.40) 和 (2.7.47)， 我 们 得 到 
出 1 wii 人 5 


— 一 ~- ”CO088 
dt 1 十 EC08P 


2 si /2 F ,siny (2.7.50% 
LL E008 


而 由 (2.7,42)、(2.7.48) 和 (2.7,49) 得 到 


_ ， 
/二 es (Ps 二 e+2008p+ecog 9 ) 


i+etogsy 
(2.7.51} 
人 一 了 一 一 一 五 
25 下 AT 一 ez? [9 
十 (1 十 ecoos 儿 ) 已 。] (2.7.52》 
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二 Vl—e” (~ FCogP 
i e 
2 十 ECO89 psing ) (2.7.53) 
1 二 Ecos 昌 ”| 


于 是 我 们 得 说 抗 动 运动 的 并 个 方程 (2.7.50) 一 (2.7.53)。 扰 动 运 
动 的 第 六 个 方程 ， 革 色 房 向 闻 加 用 近 只 吉 亦 示 的 方 得 ， 将 在 下 
节 得 到 。 它 是 由 美 系 (2,7.412 导 用 的 。 名 时 考 卉 到 由 (2.7.50) 第 
二 个 疗程 痕 出 | 入 从 式 (2 .27.2356)、{0.7.46}) 千 (2.7,39)， 医 
关系 (2.7.41 二 站 换 为 虹 忒 

lt Cecosp)’ 


一 -六 
Vu GE 一 人)8 


T= 1 Tan’ sinu ctgitl— es) 
Hl+ecosP)’ 


[2.7 .547 


利用 这 一 表达 式 , 方 程 (2.7.50) 一 {2.7.53) 可 过 渡 儿 独立 变 征 4 
我 们 得 到 扰动 运动 方程 如 下 ， 


3 =G (Frsinpt+ tt Pe ) (2.7.56) 
二 3 Es [Fresinp + (1Hecosp) Pe {2.7.57) 
(cpt Pring | 
eeF se) : (2.7.58) 
这 里 用 简单 记号 
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= 5 

G= 下 (Qecop)? (2.7.59) 
而 方程 {2.7,58) 由 人 (2,7.53)、(2.7.55) 及 关系 (2.7.3) 约 最 后 一 
个 得 至。 上 面 导出 的 方程 来 涉及 几何 方法 ， 作 是 通过 不 太 复 杂 计 
算 的 党 数 变易 法 导出 的 。 

在 方程 人 2.7.5 和 一 (2.7.59)7 中 阴 多 按 (12.7.36) 隆 证 作为 人 月 站 
与 @ 的 莽 。 在 六 个 疗程 (2,7.54) 一 C2,7.59) 中 ， 如 此 了 wv， 了 py， 
五 3 不 显 含 时间， 那么 五 个 方程 (2.7.55) 一 (2.7.59) 可 中 方程 
[2.7.54) 分 日 麻 。 方 程 (2.7.54) 给 出 时 问 用 变量 赤 冰 的 表达 
式 ， 之 乒 方 程 (2.7.55) 一 (2.7.59) 可 积分 出 浅 。 

32.8 ”人 造 地 球 卫 星 质 心 的 扰动 运动 

1， 卫星 咸 心 的 扰动 方程 ”我 们 限于 研究 由 地 球 引 力 场 的 非 

中 心性 引起 的 、 人 和 信 洁 地 球 卫 星 质 心 的 Kepler 运动 的 扰动 。 


出 屯 球 压缩 引起 的 附 可 引力 的 势能 ， 控 (2.3. 介 在 @s = 二 忆 ， 
| 时 ， 上 下 趟 确 琵 


= EC A e202) 


弯 标 系 55%6 的 原点 取 在 地 心 ， 轴 56 下 直 于 东道 绊 面 。 按 公式 
{2.3,29) 兰 代 忆 一 4， 我们 得 到 
=—nRie (1 -一 气 (2.8.1) 


3Ts r 


其 中 8 一 0.00164 为 好 球形 状 理论 常数 。 这 个 引 很 小 就 决 定 了 二 
道 元 素 的 慑 变性 。 在 表达 式 (2.8.0) 中 与 s: 成 比例 的 项 没有 考 
虚 ， 并 且 在 后 面 的 研究 中 也 不 考虑 ， 

我 们 有 
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F=—grodf =——e (Ni(1— 55-)e, 
—2at Ri Sk (2.8.2) 
Tr r 


其 中 为 轴 55 的 单位 尖 量 。 注意 到 
> —k . es =8inising,  - ep—sinicosa 
k.es—= oo08i 《2.8.3) 
我 们 求 得 


ir =—et 1 — 3sin’ Sinm za 


-一 


Fe 一 一 zsinsigin3n (2.8.4) 
Fs=—etlisn2fsiny 
他 
重 卫 等 于 
os 人 。 和 
六 一 1 十 22 Bey (itecosP)sn'is (2.8.5) 


在 组 成 方程 (2.7.55) 一 (2.7.5 的 时 ， 可 基部 =1。 将 力 的 者 
达 式 (2.8.4) 代 入 方程 (2,7.55) 一 (2.7.58)， 我 们 引 向 方 程 组 


Ssin2i(1 + eoosp)sin2s {2.8.6)} 
dy 。 
de 


I =e{(—38in?uain?i) inp (1+ e008p)’ 


于 (2.8.8) 
da _ 1 
训 dy 1 一 6 


sgn’'usini)esnP(l 十 EcoS 信 7 


* 128“。 


+sin?isin2u (1 ecosp)?} (2.8.9) 
3 uSin 7) (1 +ecosPp) :coos 
—Hin?isin2usmnp(2 es) (lecouP) 
十 22g8in?ucos?i(l 直 ecosP)} 《2.8 .10? 
这 点 用 记号 
nt 
El—=8 a 《2.8.11) 
2， 长 期 扰动 ” 仅 限 于 研究 长 期 拢 动 ,我 们 将 方程 (2.8.6) 一 
(2.8.10) 的 让 端 用 卫 是 一 周 内 ， 踊 变量 4 的 变化 区 间 (0，27) 内 
的 平均 值 来 装 代 。 在 取 平 均值 时 ， 李 六 轩 道 元 素 a,，e, 1, 名 当 
作 常 数 ， 角 PP 要 用 其 值 4 一 @ 述 代 。 俩 如 ， 人 研究 表 法 式 (2,8.8) 
中 方 括号 的 平均 过 程 ， 将 基 与 成 
( 1 一 二 sin2i 十 -008248in 1 )sing tesin2g 
+ eCsinpisinp) |+sin’isin2n | Se+( Te 2 ) eceg 
十 翅 ecos29 十 < cos39 
一 与 esin i{cos2usin?9 | Sin2ucos?P) 二 


一 了 esintisin 4 一 20) 十 … 


其 中 未 写 出 之 项 的 衬 均 值 基 然 为 零 。 类 和 似 地 计算 给 出 
da 0 和 二 0， 全 一 1 《2.8.12) 


因此 ， 精 圆 元 素 a，e,， i 没有 长 期 项 ( 瑟 3# 成 比例 的 )， 它 们 是 
的 册 期 通 散 。 导 炒 平 均值 异 于 零 的 是 


dD ; do lg (1 5008i 
3 一 E1008i, dr 一 Zell 5CO8?1) (2.8.13) 
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舌 节 各 近日 点 方向 与 节 线 所 成 衣 在 卫星 转 六 财 内 改变 景 值 

Dy=—2n781Neosi, Dy=~— Ne(l— Sco8i) (2.8.14) 

3. 近日 点 经 历时 间 的 变化 ”第 六 个 桶 加 元 素 近日 点 经 
历时 间 变 化 的 计算 更 为 复兴 。 首 先 我 们 广 总 到 给 出 的 真 近 点 角 
用 上 直 心 近 点 用 珀 过 术 的 关系 他 .21 天 术 搞 动 运 到 方程 的 积分 ， 
其 中 包括 三 个 当 数 e，a，ia， 而 后 阿 个 参数 市 现 于 下 epler 方程 
《2.7.20) 中 。 册 此， 和 根 揣 常数 变易 法 的 年 本 局 胡 ， 积 分 公式 
《2.7.21) 在 抗 动 运动 中 奉天 下 还 柳 有 网 ea，1i 下 得 保 控 音 ， 

将 方程 (2.7.31) 和 (2.7.20 对 时 间 六 号 区 ， 我 们 得 到 
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其 中 上 = 一 ty。 从 中 消去 下， 市 cosu 和 Sm 按 (2,7.23) 替 
代 ， 我 们 得 到 


og _& Ctecosp)’ Le sing P (9 4 ecosp) (2.8.18) 


(en? 1 一 
但 间 (2.7,54D) 
2 1 {lecosPp)’ _ do 
0 
有 二 cos 名 人 一 4 
~ 此 Be 有 1) | (2.8.17) 


将 其 代入 (2.8.16)， 


2 ,do de SinP(2+ecosy) 
a "=s|T 1 一 了 一 下- es | (2.8.18) 
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兹 方程 右边 供 助 (3.8.5). (2.8.10) 和 (C2.8,8) 柯 引 启 形式 


2 [Cl SSinipysi?D) (2e— cosP— ecos: Pp) 
a ee (28 19) 


他 -二 过 下， 利用 关系 系 [ 一 7.54) 以 太 kepler 方 托 ， 可 上 谈 
Mn 


- : 1 
i 一 (tft—t0)—+ a 


lp diol (1 +ecos®)? 
人 ‘WwW— ESine) dy di )* Oars 
还 要 注 公 划 
dy Ba dn (2.8.2D) 


硬 加 科 sinw 用 直 值 (2.7,21) 和 (2,7.32) 畦 代 ， 我 们 导 击 下 述 微 
分 方程 


nf C9) 2arete (fTTetes )+ fap) (2.8.29 
其 中 : 


让 (一生 Ctecosp)® {(1— Bsin?i 


pennantd edngs {i+ecosp)sn?isinay } {2.8.23) 


i 
fa(P) = — 3 (1+ecosp) 
x|(1~3sin?it 3 Cogougin 2 ){el2+e’)—cosp (10 
3 > e 1 
一 (1 十 2e9coszg | 二 smeisin 2using [2 
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er 
并 利用 已 知 的 积分 变换 ， 我 们 有 
二 |。 (orsinkp +bocoshg) 2arcte( /IEEtes)ap 


中 帮 


ed | (Carsinkp + bcossy} dy 
0 


-| Vie yy—! | 


_b, [< sinky 
六 1 一 6 | [FocoupdY 


1 旦 替 ei 
= 


借助 堆 换 ee? 一 “可 变换 为 


7 2 osdo 2 1 Tdo 
上 = = Eo pi Vy 
217 JeG 十 2 十 B 2ni 本 (一 (一 下 


其 中 积分 洛 单位 加 进行 ， 用 rc 和 w。 表示 分 母 三 项 式 的 根 
ci 一 二 (1 一 二 全 )， ca 一 一 1 十 wii 一 6 -2 
并 且 loi|<1,， 而 jc >1。 按 Cauchy 定理 , 我们 得 到 


2 /Nn 
-a Ee 


它 是 实 的 ， 因 此 
“38， 


1 


全 cos dg) ~Vi~er): 


27 ct 一 : -一 
1 十 2COS 芝 On /la 
1 人 SN d 
i 9- 一 宫 . 吕 ,2 台 
2 | 1 十 ecos 功 P=0 ( ) 


据 (2.8.22) 和 (2.8.25)， 我 们 导出 为 确定 通过 近日 点 时 间 的 长 期 
变化 的 方程 


5 _- -一 
df _ 38] Oy 1 《一 AAA 一 2 
ee 


下 = 工 


-一 1 SI i | 十 - - 十 - Bn Co 
AI 一 6 “ = 8 | 
(2.8.29) 


其 中 as 和 由 (2.3.27) 殉 定 。 若 限于 研究 对 e 的 一 阶 项 ， 我 们 得 到 
六 ie (1+30) (1--3sin? in i) {2.8.30) 


$32.9 变更 方程 


1. 常数 变易 法 与 变更 方程 的 区 别 ”用 常数 变易 法 得 到 的 
扰动 运动 微分 方程 (2.2.27) 是 完全 精确 的 。 当 辅助 问题 《对 
Hamilton 消 数 瑟 0) 与 原始 问题 相差 一 些小 项 时 ,在 这 些微 分 方 
程 中 的 新 变量 (它们 在 辅助 闯 题 中 是 常数 ) 是 时 间 的 慢 变 证 数 ， 由 
此 可 应 用 近似 积分 方法 。 与 中 相反 ， 下 面 斌 究 扰 动 运动 的 描述 方 
法 是 基于 建立 对 于 扰动 运动 对 给 定 的 未 扰动 运动 的 小 偏离 (变更 ) 
的 近似 微分 方程 。 阁 仅 考 虑 仿 离 的 一 阶 项 ， 划 阅 题 妇 铺 为 研究 线 
性 微分 方程 组 ， 这 方程 组 称 为 变更 方程 组 。 

2. 未 扰动 运动 与 扰动 运动 ”研究 一 阶 微 分 方程 组 

a=Qtd1, ***, gn) (s=—=1, 2, 7, Mm (2.9.1) 
假设 了 不 明显 出 现 于 方程 组 右 进 表达 式 中 。 

= 上 仿生 = 


设 已 知 方程 组 (2.9.,1) 的 荣 个 特 解 为 
Qs f(t to, Cl, "en Oa) 
(s=1, 2, ‘+, 1) (2.9.2) 

其 中 包 合 RE<z 个 独立 常数 C，…，Ce， 以 后 称 (2.9.2) 为 未 岳 
动 运 动 。 变量 gs 在 未 扰动 运 吉 中 的 初始 人 用 f5 家 记 ， 

汉人 DO， (2.9.3) 

抗 动 运动 与 未 抗 动 运动 的 其 别 在 守 ， 首 先是 初始 条 和 件 的 式 
变 ， 其 次 是 得 分 六 程 的 吏 灾 一 一 在 方 种 (2.9, 了 0) 的 右边 出 现 附加 
项 ,说 到 它们 在 某 种 意义 下 的 相近， 当然 是 邦 菜 些 政 变 小 的 假定 
下 。 例 如， 知道 雹 弹 首 不 转 地 球 . 上 的 运动 以 及 某 蚂 海 锐 到 的 初始 
条 件 ， 可 以 谈 到 在 考虑 思 球 转动 以 及 与 好 感到 的 初始 打 忻 相 善 很 
小 的 条 件 下 人 的 扰动 运动 。 便 如 ， 陇 动 惠 论 应 小 指 其 在 由 未 抗 动 运 
动 问题 解 所 得到 的 射程 直达 式 上 山 以 覆 正 人 的 方 湛 。 但 当 未 扰动 运 
动 在 真 兴 中 确定 时 ， 不 能 指望 这 个 理论 纵 出 在 考虑 空气 限 力 时 的 

这 样 ， 与 疗程 组 (2.9.1) 一 起 ， 我 们 求 部 究 微 分 方程 组 

ds = 7, a} THDE CY 1) 


(s=1, 2, ,1 (2.9,4) 
其 中 上 为 小 参数 。 满 足 初 巡 条 件 
f=fo, ds=fi+Tx? (2.9.5) 


的 解 称 为 扰动 运动 ， 共 中 站 为 未 扰动 运动 航 初 始 给 定 (2.9.,3)， 
而 为 小 量 ， 称 之 为 初始 扰动 。 
代替 ;我们 引入 新 变量 一 一 扰动 xe， 借 藤 下 述 光 系 
9s =fs (tf—io, C 1 Ce)txs 
. (8=1, 2, ,#0) (2.9.6} 
微分 方程 (2.9. 和 写成 形式 
fatia—=Qafitx, 1 fa xn) 
二 HB CFT x1, oe, fax, f) (2.9.7) 
但 据 条 人 忻 ， 冰 数 1 是 方程 组 (2,9.1) 的 和 解 ， 即 
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f := fi, ,fa) (2.9.8) 


因此 
te= fiti, os, fonts) — tcf, ,fn) 
um {fFx ,fut xa, Hs—1l, -, 1) (2.9.9) 
此 方程 组 与 初始 条件 
一 让， (2.9.10) 


一 起 确定 挽 动 运动 。 当 然 ， 这 有 内 是 问题 42.9.4) 一 (2.9. 细 的 用 一 
种 描述 . 
3. 变更 方程 下 面 的 步骤 在 于 ， 汐 利用 小 扰动 假定 ， 在 限 
定 的 时 间 间 隔 
ft 二 《2.9.I1》 
可 用 对 x。 的 级 数 展 开 式 起 代 精 确 方程 (2.9.9) 。 这 时 引 疝 方程 组 


AC ,fa, D+R, 


rel 
(s—=1, + , 1) (2.9.12) 
其 中 * 零 "表示 应 将 在 未 抗 动 运动 中 的 变量 gs 的 表达 试 (2.9,2) 拒 
入 所 研究 量 中 ， 而 在 组 成 函数 :时 出 现 对 搞 动 x 的 高 于 一 阶 的 
高 次 项 以 及 相对 它 的 线性 项 


a 了》 (ge jx。 (2.9.13) 
因为 这 一 项 有 小 参数 k， 可 认为 它 基 比 明 显 出 现 于 方程 (2.9.12) 
的 项 更 高 阶 章 小 量 。 在 一 阶 近 伺 下 引 向 研究 非 齐 次 线性 方程 组 


2 一》 9 x tu, ,fa, 


惠 四 让 
(一 1，…， 人 证 (2.9.,14) 
它 带 有 依 斑 了 于 时 间 的 系数 ， 称 之 为 变更 方程 。 
上 述 方法 的 可 行 性 是 以 微分 方程 组 的 僻 对 出 现 寺 其 中 的 参数 
以 及 对 初始 给 定 的 连续 依赖 性 定理 为 苛 础 的 。 设 给 定 微分 方程 组 
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站 一 人 
(#8=1, ,nn) (2.9.15) 
它 的 右边 对 出 现 于 其 中 的 所 有 变 盖 4:， 4，#Ki; 在 某 域 品 内 是 连 
线 的 并 对 这 些 变 量 其 有 连续 人 篇 导数 。 这 时 ， 此 方程 组 在 1 一 ts 下 
到 值 9a 的 积分 是 如，&3，8a 的 连续 函数 并 且 在 充分 小 的 区 域 台 
上 上 对 fo，&s，H 有 连续 的 偏 导 数 。 这 个 定理 的 内 容 应 这 样 去 达 ， 
设 
2 
《$=1, ‘+, ft) (2,9.16) 
是 微分 方程 组 (2,9,15) 在 1 一 fo 取 值 4 一 3、 在 参数 4 的 固定 
信 下 的 解 。 这 时 ， 给 定 充 分 小 的 正 数 2，， 可 以 确定 正 数 7 了 ,及 
型:,， 使 得 当 
[9s —f2 1 下 


(8=1, “rr, nn: f=—=t, *, PY C2,9.17) 
上 述 方程 组 的 解 
dalit, fo, YY, soe Qa, Hs "*, Hp) 
(s=1, *", 1) (2.9.18) 


在 某 时 闻 油 号 (2.9.117 内 满足 不 等 式 

Jgett, to, G3, 7, GR; Fis, Hp) 

— qe, to Ff, fl; HY, oe, HB) 2 {2.9.19) 

{s=1, a ny 

必须 注意 ， 按 率先 给 出 的 5 确定 的 量 ” 和 于 ;一般 说 杷 赖 于 
自然， 愈 大 则 它们 仿 小 。 加 果 和 对 ;可 如 此 和 人 选取 使 
得 不 等 式 (2.9.19) 在 任意 大 的 12>fo 下 成 立 ， 郑 人 么 未 抗 动 运 动 
(2.9.16) 在 入 AnyYHOB 意义 下 是 稳定 的 .实际 上 ， 有 或 没有 
代 FIyYHOB 意 多 的 稳定 性 都 能 由 所 研究 的 变更 方程 了 确定 ， 


32.10 关于 变更 方程 的 积分 


1.。 齐 次 方程 组 的 积分 ”首先 研究 齐 次 方程 组 的 各 分 ， 再 用 
常数 变易 法 研 纸 非 章 次 方程 组 的 积分 。 
与 变更 方程 组 (2.9.14} 相 应 的 线性 旗 次 方程 组 为 


9 


) x {Cs=|, ,$1) C2,10.,1) 


下 面 受 寻求 方程 组 W200, 了 的 舌 解 ， 而 在 某 些 情 沉 下 要 找 全 积 
分 , 杰 抗 动 运动 方程 组 (2.9.0) 的 解 (2.9. 人 对 每 个 常数 C, 的 偏 导 
数 


二 a4- 
(s=1, 2, 7, NH f=1, 2, ‘+, A) (2.10.2) 
以 及 它 对 时 间 的 导数 
tf, (2.10.3} 


是 线性 齐 次 方程 组 (2.10.1) 的 特 解 。 
为 验证 这 一 结论 ， 我 们 将 等 式 (2.9.8) 对 C, 和 和 对 +t 求 导数 ， 
得 到 


3 b+ 1 一 (2 (+1) ,10, 
2 dgr o © 4) 


这 就 变 为 方程 (2.10.1)， 从 而 证 明了 上 述 结论 ,注意 到 当 =# 
-138 .= 


# 时 , 特 解 (2.10,3) 是 解 (2,10.2) 的 总 合 ， 因 为 它 可 由 守 出 现 于 解 
(2.9.2) 中 的 常数 疙 求 导数 而 得 到 ， 
假设 已 知 未 扰动 运 劲 方程 组 (2.9.1) 的 Cauchy 积分 


dofatt—io, GP, **, gs) (2.10.5) 
a 
0 一 0  ，， fs 
gl=f,(0, ge, ee, ), { gg ) G41s (2.10.6) 


其 中 544 为 KKronecker 记号 ， 由美 系 (2.10.2) 我 们 得 到 章 次 方 
程 组 (2.10.1) 的 完全 组 


{ft -0f, = 自生 出 二 
7 ga (8s, i=1, "+, 1) (2.10.7) 
它们 满足 初始 条 性 
PO) =6,, (8s, f=1, "+, #1) (2.10.8)- 
它 组 成 单位 第 阵 ( 设 to 二 0)。 线 性 微分 方程 组 的 行列 式 
1) a 车 n+? | 厂 埋 本 
2 dQ， 
en 和， wo 上 = PCD)ezp | 2 ) er 
(2.10.9) 


D(0)=!， 故 行列 式 异 于 零 。 解 (2.10.7) 组 成 基本 解 组 一带: 
有 对 齐 次 油分 方程 组 的 初始 条 件 的 单位 矩阵 的 独立 解 组 。 因 此 


zs= 》 8 人) (#8=1],， + ,人 ) {2.10.10)-. 
此 三 鞋 
是 Cauchy 积分 。 


2 变更 方程 组 的 积分 线性 变更 方程 组 (2.9.14)， 妈 


2 入 (28，) sagef,, 《10.11y 
他 本 用 


的 Cauchy 积分 容易 用 常数 变易 法 求 得 。ii 


补 始 给 定 彼 此 相差 甚 小 .这样 就 可 将 邻近 运动 方程 作为 支撑 运动 
的 变更 方程 来 研究 (网 2-8)， 


戌 H 在 支撑 则 线 上 的 位 置 由 矢 径 7(0) 确 候 。 设 通过 UH* 的 
支撑 泪 线 的 法 平面 如 与 此 曲线 在 于; 点 以 舌 径 7T(0 十 8) 相 交 ; 用 
T], m1 b, 表示 支撑 曲线 在 点 柱 ; 的 自然 三 面 角 的 音 位 条 量 ， 
矢量 收 : 醒 "在 平面 互 计 在 条 1， .方向 的 投影 记 作 5s，5。 此 时 
后 广 * 的 和泉 径 7 "有 形式 

T*—=r(0+e)tn.rtb.p {2.11.2) 
为 糙 7?* 直 为 YT，,，r?，6 的 甬 数 ， 需 展开 +lo 二 8)， 这 就 涉及 到 
TT， 福 ,， 也 对口 的 导数 计算 。 因 此 ,下面 给 出 Trenet-Serret 公 
式 。 

2. Frenet-Serret 公式 ”我们 用 运动 学 方法 导出 微分 几何 
中 次 名 的 frenet-5erret 公 起 。 这 公式 给 出 单位 丘 量 了 ， nn, kb 
对 必 长 0 的 导数 表述 式 ，。 

由 运动 学 知识 ， 有 


d 

T=- (2.11.3) 
= pdr 

n= Py (2.11.4) 


我 们 来 求 三 面 角 的 角 巡 上 度量 在 自然 轴 上 的 投影 QO1， 人，， a。 

为 中 ， 研 究 一 点 入， 空 与 三 面 角 周 联 ; 它 对 贷 点 的 矢 径 MN 用 r' 
未 沁 ,在 漠然 二 所 外 加 二 的 投影 用 a;，a;，w。 紫 尖 。 设 

v= 二 dr 

. do 

表示 自然 三 面 币 磺 点 前 违 庶 。 点 六 的 过 这 等 十 


人 一- r 十 r ' 一 三 a+(aTt+asntasb) ， 


人 = 


(rtardsto de tor db)s C2.11.5) 


胃 一 方面 据 刚 体 运 动 学 公式 ， 有 
二 号 十 介 X/ =—T.0 十 T(Q ,a;— Qaga) tn (aa 
— as)+h( a 0 — Oe0) (2.11.68) 


比较 (2-11.5) 与 (2.11.6)， 由 于 we:，cs，aa 的 任意 性 ， 得 到 三 
-个 等 式 


32 一 Dar 一 Qin (2.11.7) 
出 第 一 式 及 (2.,11.4) 得 到 关系 
加 _o . (2.11.8) 
O40, Qs = 
盟 介 |, 由 (2.11.7) 第 三 式 确定 
Or.= 09 in {2,11.9) 
内 
三 Ti 


将 其 对 0 求 导数 并 注意 到 (2.11.4)， 得 到 
:142: 


因此 ， 精 确 到 二 阶 小 量 ， 右 


r=rt7e( 1 -5 )+n{? s+ 训 - 一 四 第)+B ( 8 二 22 8y 全 
(2.11.14) 


在 计算 点 于" 的 速度 矢量 和 加 速度 矢量 时 限于 一 防 小 项 ， 我 
们 得 到 


mm" 一 上 zl -7 )+rn(? + | 


人) to(2+ 浮 ] 


ar~atr| :~ tp 

-宝生 
tn 
-Br be T 5 ] (2.11.15) 
1 )- 字 ( 轩 部】 
| 
(+ 六- | 

其 中 “一 哲 " 表 示 对 纺 长 0 的 导数 .将 适 动 方程 的 詹 量 形式 写成 

我 们 便 得 到 三 个 变更 籁 分 方 各 | 


“1 = 


a 二 _ 2 上 十- F = Fr 
a pn FE, p ns p 又 及 .9 Fs* 
{2.11.16) 
po 十 2 十 Es: rs Fi— 2 元 


一 在 ,+ Ph (BT' ~—7)=Pi PF, (2.11.17) 


B+ 2 他 Fr 十 Pn OT +h) FF; 


(2.11.18) 
在 上 述 写 法 中 9 和 0? 已 用 未 扰动 运动 方 各 (2.11.1) 中 的 俩 来 过 
代 。 由 推导 过 程 看 到 了 3， 五 3，E 代表 作用 在 点 再 扣 在 扰动 运 
动 中 ) 的 力 F* 在 点 虹 的 站 然 三 面 角 轴 芋 的 投影 。 
4. 力 五 * 的 具体 表达 式 ”现在 省 细 说 明 玉 * 和 的 找 影 了 2, 下 ;， 
Fs 的 计算 。 
由 确定 点 对 * 位 置 的 和 拓 量 7* 的 表达 式 (2.11,2) 得 知 ， 晤 
9'=0+e, d=r, qi=p (2.11.19) 
可 作为 碍 线 举 标 来 研究 ,未 扫 动 适 动 相 应 于 值 二 0, 9 二 9 了 一 0。 
此 上 坐标 系 的 基 大 量 为 


由 此 人 异 县 Frenet-Serret 公 式 ， 定 去 二 阶 项 ， 我 们 求 得 
_ _ e 月 oP 
| 


ra 一 ?十 性 十 旭 记 - 


万 {2,11.20}) 


rs 一 一 于 -地 -十 也 ] 


" 345 * 


{Fro F=F T+, na 一 (也 二 ") 


(六) (各) sr( 强 ) 


而 因此 
-器 (可 ) ( 吕 ) ea 


这 里 耳 , 二 了 (gq ，93， 中) 二 J 了 (Co，0，0) 为 势能 在 支 控 朋 线 上 
的 值 。 转 向 力 的 吾 达 式 (2.11.23)}， 我 们 有 


jo (9") ,+ (gr097 ),(9*— 
或 者 考虑 到 {2.11.24)7， 有 有 
= 一 (十 so 十 5 ) 十 ， 
Br [eet (9) | 
- (s+ | 
| 
据 (2.11.21)、(2.11.23) 和 (2.11.25)， 我 们 得 到 


一 3 人 + 让 放 EC 


=F,(1+ te Er tre | 


do 
te 


* 1] 有 7 ， 


Fr=~—9U _ 3 3 2 
3g Pp 0gq: 3c5 了 


dF', 
Fr tr, 十 2 一 


-0 
一 -3 3 所 一 所 
0 7 dq 了 >” | 


a a 

"(六 ) -23 天 小 
需 将 这 些 玫 达 式 代入 (2.11.16) 一 (2.11.18)。 因 此 ， 公立 变更 方 
程 必 须知 道 力 在 支撑 加 道上 的 值 以 及 势能 在 此 就 道上 的 二 阶 导 数 


值 
3H 3: a 
( dvr? ) ， 7 (9 ) 
我 们 来 研究 阻力 依 趟 于 速度 的 杀 形 ， 有 
Frm—f{(o*)r* (C2.11.27} 
控 (2.11.15},， 有 


(2.11.26) 


| 
TT >” ' pT 
= 时 下 一 和 二 一 -太一 亲 十 二 一 - 方 | 


»_. VO 一 
r+a(? + er 7) > (2.11.28) 
> ory 1 
+o( 计 各) 
在 未 扰动 适 动 电 
F=f(v)r, Fs=—f(0), Fs=0, Fo=0 (2.11.29} 
还 滩 注 意 到 


“148: 


fo -TOTf oa 一 二 | 


我 们 得 到 
。 一 一 fo 人 2 一作 可 
FPF.=—f (ne) 
fo) (yo pcy 2.11.30) : 
F; + ) | (2.11.30) 


Fi 一 一 人 p+ ) 


$2.12 圆 轨 道上 拢 动 Kepler 运 动 
1， 中 心 为 场 中 的 变更 方程 ”在 中 心力 场 
F=—$(r) (2.12.1) 


中 ， 质 点 在 某 坚 条 件 下 可 在 圆 轨 道上 运动 。 在 此 轨道 上 


1 二 一 一 - {2.12.2) 


而 国王 
万 一 -万 .一 0， 珀 ==0 (2.12.3) 


第 二 个 方程 表明 运动 中 点 的 速 懂 避 持 溃 值 ， 由 第 一 个 方程 知道 它 
等 于 
v= r 第 Cr) (2.12.4) 
因此 ， 如 时 挟 的 初速 度 垂 直 于 拓 径 并 按 (2.12.4) 渗 定 其 大 小 ， 那 
公 可 实现 圆 运动 。 在 掩 动 运动 中 所 的 矢 径 r” 由 表达 式 (2.11.14) 
给 出 ,而 现在 取 P=r,， 7 二 00。 我 们 得 到 
证 (一 人 )+n(> 十 -一 )+bB (2.12.5) 


* 1]49+ 


中 心 场 势 能 在 扰动 运动 中 等 于 
Hr)= | $x) dx {2,12.6) 


锣 要 求 出 这 个 表达 式 在 支 壕 ( 因 ) 敏 道上 出 现 于 (2.11.26) 中 的 二 
阶 导 数 的 值 。 为 此 ， 注 意 到 


Dr 一 _ 1 间 9r 一 _ ”有 一 此 
ap 38 r” 
后 此 
8 了 — 自 aor” oe 中 
Br) ~ pr) + $Cr) 
3 Ylr) 
op ~ rh 
而 


Co 约 ) 
十 -下 全 名 (2.12.7) 
72 


如 果 考 虑 到 (2.11.26). 【2.12.3) 利 [2.12.7]， 那 么 恋 更 方 
程 42.141.16) 一 (2.11,18} 可 写成 形式 


二 150 和 


2 十 2 sy tr Cr) 一 gr -0 


5 -25VY FO =o | 
] 
p+) p=0 ] 
特别 邮 ， 在 地 球 卫 是 国 轨 道 的 扰动 问题 中 ， 有 

$7)= 一: -一 二 -， 久 ( 站 =- 一品 -一 一 下 
而 方程 (2.12， 下 


一 2 了 = | 


. 。 
十 2- v0 (2.12.9) 
pe 
p+ p= | 
如 果 引 进 新 的 独立 变量 
_ 
一 一 {2.12.10) 
郑 么 方程 (2.12.9) 可 写成 形式 
ds dp _ da 
0 
dp np 
ys +B=0 (2.12.11) 


(2.12.10) 是 从 辕 轨道 进入 节点 计 起 的 矢 径 的 转角 。 方程 (2.12. 
11) 的 解 是 


(2 +2(205 390)o08t 


+2v’sint : (2.12.,12) 
p=4F0—227 二 (2 —39v0) C8 二 rang ， 
P=.cosu tt Posinn | 


"jbl: 


基 。 垂直 于 机 道 平 面 的 分 力 具 有 荆 星 在 锁 道 上 的 频率 一 一 这 里 有 
方程 组 (2.12.1 相 在 零 初始 给 定 下 的 和 解 有 形式 
本 1 一 2 人 | i -7 sin’i )s—{ I 一 sin?i Sin4 
过 号 
十 了 sin?isin24 | 
2 和 
1 ，，， 1 ，，。， 
5:=—al( 1 一 -了 Sin 1 Jeoss— sin*icos2s (2.12.18) 
一 1 + in ?i | 


1 [1 Bh . 
Gs = osin2(ucosd— sing) 


虚 在 扰动 运动 中 的 矢 径 由 以 下 等 式 确定 


Lr'=—n( 1 Ee 2 )+ Ko (cb (2.12.17) 


r 六 


这 可 由 (2.12.2?、(2,.12.147 和 (2.11.14) 得 到 。 杠 应 的 单位 关 量 
如 :为 


es nt Ae (rd th) (2.12,18) 


“53， 


图 ?-!15 


设 9 ，?7:， 站 分 别 表 未来 芒 动 运动 节 钱 的 、 在 东道 于 击 上 
与 节 线 相 垂直 的 线 以 及 与 此 平 拥 相 重 坦 的 线 的 单位 僚 旦 。 此 时 有 
《图 2-9 与 图 2-10) 


T= — sinti cosu( mm cosi+ Resini) 1 
R=— moost— snt{( ncosiTr ksini) {2.12.19) 
b=—msiniihkcoosi 

而 表达 式 e* 取 形 式 


一 二 "asini ) tk(si 


sinti 


十 Eo 6scosi ) (2.12.20Y 


据 条 性 在 z=0 时 卫星 通过 进入 节点 ， 相 应 于 下 一 次 通过 节点 的 
变量 记 作 31 十 区， 其 中 节 为 小 量 . 在 还 位置 上 角 纪 纤 度 的 余 攻 》 
"i154* 


cos0 一 ef 一 sinif sinxt -cosx)+ 机 [Cg cogusin: 
十 5acosi ) 


并 且 在 后 一 项 中 4 用 < 和 替代， 忽略 二 阶 小 项 . 利用 公式 (2.12 
21) 和 (2.12.16)， 我 们 得 到 


， ， 鱼 
cos6 一 sinisinx| 1 一 dq[( 2 一 3 Sin i Jeosx 
5 。 ，。 ， 
一 二 cos?xsinsi 十 cos (2.12.25) 
若 用 2 表 记 卫星 经 度 ， 我们 还 有 


singcos% =e: -m= co — 2 sin x— Ro 8, (x)ginx 
1 


singsin =es: ni, =cosi( sinx+39 cosx) 


+ S| 6 (xz)oosxcosi 一 6s(x)sini] 
或 者 ， 利 用 上 村 公式 ， 有 


名 
singcosh—coss | 1+ 4- afxtgxcosr: 


+ 2— Sgn 
3 sin2x 一 人 sin2fsinax 
Cosxy 6 Sm TS 
| 四 由 二 此 
singsin% =cosisinx| 1 — RE a[xctex (2.12.26) 


2 
+( 2 -sini jeosz 一 Sainzicoszx 


-ar 
后 此 
"156 * 


2 2 sn i 
te4=cosites| 1 一 人 cx(ctgxz 十 tgxcog” i 二 -~ 


COS% 
ii . .1}] 
一 - 一 Sn | [2.12.377 
| 
现 吕 总 于 x 用 时 音 玫 未 。 经 度 和 不 出 现 于 抗 动 困 势能 的 表 
夺 式 中 。 因 此 在 成 还 运 辟 上 中 省 对 和 55 的 到 里 本 


呈 一 六 2 日 和 一 月 ; 


但 在 初始 时 启 这 动 61，53，63 及 其 导数 等 于 零 ， 因 此 常数 ;可 


接 以 反 度 m 汽 轩 加 道 运动 计算 册 来 
Pi=(T x Tu :R=—ro(n Xr) :k=rucosi 
这 样 
”rvCost 9 10 908 
Sin (2.12.28) 


男 一 方面 ， 对 喜 达 式 (2.12,17) 求 导 ， 得 到 


。 六 
妃 本 COSt _ 训 { n2 1 
cos 和 cos 1 一 本 


COg :x 十 sin cos 让 


2 一 三 sin3i 1 
上 2xtgxeos2i 十 -3 Ctsin’x)— sin f | 
让 口 妆 尼 
(2.12.29 
由 《2.2.17) 和 有 
?2 = 


Rs 1 、，， 1 _ ，，， 
上 让 2 1 一 本 Sn Cosx 一 让 Sn 1C08 2% 


一 1 十 二 sin 5 | (2.12,30) 


将 (2.12.50) 代 入 (2.12.28)， 再 将 所 得 和 以 及 由 (2.12.26) 确 定 
的 singcos2 代入 (2,12.20)， 我 们 得 型 第 单 尖 达 式 


1157。 


一 也 Re gin? 
~ = 本 al 3 5 sin 和 | (2.12.31) 
于 此 得 到 
tf—to=- 一 人 af 3 一 5sin5 )| (2.12.32) 
其 中 fo 为 通过 进入 节点 的 时 间 。 下 一 次 通过 进入 节点 (在 新 的 位 
罚 上 ) 在 x 一 2 时 。 称 这 个 时 间 间 隔 为 周期 ， 我 们 得 到 
7=7 1— a( 3— Ssini)) (2.19.33) 


章 且 荆 o 为 未 费 动 运动 中 沿 闻 轨道 的 周期 
7 一 2 一 - (2.12.34) 


本 题 

1。 试 对 原始 方程 md 十 Kg+eg2)=0CecD 在 初始 条 件 
4 二 0，9 一 ,9 二 p/m 下 建立 抗 动 方程 (2.1.10)， 并 按 (2.1.12) 
求 出 一 次 近似 解 。 

2， 不 计 地 球 自转 和 重力 随 高 度 的 变化 ， 试 研究 单位 质量 的 
重 质点 在 限 力 与 速度 成 比例 的 介质 中 的 和 运动 规律 .假设 阻力 很 小 。 

3， 试 将 Van der Pol 方程 x 十 x 二 ez(1 一 x*) 的 解 表 为 
-变更 方程 的 Cauchy 积分 (2.10,15)。 令 x1 二 xX，Xz 二 多， 未 找 动 
-运动 的 初 条 件 为 了 一 0 Iii0, Xo N00s 
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第 三 章 ”动力 学 控制 


力学 系统 的 运动 六 厢 于 作用 力 及 所 加 的 扒 束 。 固 了 到， 路 可 借 
勤 于 力 来 控制 运动 ， 也 可 异 助 干 约束 雯 控 制 运 动 。 前 一 类 控制 称 
为 动力 学 控制 ， 后 一 类 控制 称 为 运动 学 控制 :11。 

这 一 齐 讲 述 动 力学 控制 的 基本 思想 ,包括 运动 方 查 的 研究 ， 
刚体 转动 运动 的 控制 ， 刚 体系 统 的 控制 ,位 形 空 间 和 相 空 间 中 的 
控制 等 。 主 要 取 守 于 文献 "21， 

至 于 运动 学 控制 的 研究 可 寡 见 文献 [1.9-01， 


35.1 运动 方程 的 研究 


1. 线性 矢量 匣 数 的 研究 ”我们 研究 线性 矢量 国 数 
已 (人 XI=ACY 
其 中 4( 纪 为 站 阶 实 方 阵 ， 革 为 实 欧 拓 空间 五 :中 的 # 维 矢量 。 
了 又 


G(X) = 7 1A+ A*]X, H(i,X)=3(4— A XO 


铀 时 有 


FOU,AXAD)=G( XA)+H(, XA) (3.1.1) 
进而 , 令 

y=— aX [AT AIX 
这 时 


G(X)=—grady 


他 本 章 中 愉 表 未 天虹 ，4# 为 人 4 的 转 置 。 


Cs 一 一 3 浆 - [8s 一 :1 2， 了] (3.1.2) 


一 有 形 玉 有 依 琅 于 骆 数 的 系 狐 ， 因 此 矢 什 场 人 Ct 区 ) 可 研究 什 
为 广义 意义 下 交 夺 势 场 。 王 时， 函数 玉 基 这 个 场 的 地 ， 
我 们 计算 场 磋 在 沿 点 的 兴 经 位 称 时 的 元 功 ， 点 的 多 径 是 指 
对 空间 ;的 华 标 原点 而 言 的 。 欧 此 功 记 作 AA， 所 指 位 移 用 5x 起 
示 ， 我 们 得 
和 一 67r 末 一 di 和 * 厅 一 df aX*H 
因为 广 4 吾 =0， 那 勾 我 们 有 入 二 0。 检 打 导 中 已 利用 如 下 事实 ， 
位 移 速 度 由 微分 方程 组 广 * 一 aXX* 确定 ， 翰 瑟 8 为 哥 标 量 画 数 ， 
四 此 ， 站 和 失 革 场 允 矢 量 拓 的 疗 研 是 线性 时 ， 它 总 可 以 时 中 
形式 人 .411 ,其 中 人 为 广 广 势 声 , 亲 为 旋 庆 型 场 。 确 切 并 说 ， 
场 在 沿 矢 径 位 移 时 不 作 功 。 
下 面 的 站 论 在 一 般 情 水 中 也是 对 的 。 
定理 5.1.1 如 果 阴 数 请 (并) 在 二-0， 六 EBs 上 纵 定 、 实 
的 且 和 连续 ， 函 数 
W(t, XY=—X*F(,X) (3.1.3) 
对 天 量 扣 的 分 量 连续 可 微 ， 屠 么 存 让 函 数 广 =Y(f, 久 ) 在 0， 
居 扩 瑟 。 上 给 和 定 、 实 的 昌 和 连 综 的， 对 大 秀 分 号 连 绕 机 搜 ， 使 得 其. 
量 场 下 取 形 式 43.1.1)， 其 中心 用 函数 矿 过 公开 (43.1.21 靖 定 ， 
而 在 沿 矢 径 的 位移 不 作 功 的 场 总 力 
HU, X= =PX {3.1.4) 
其 中 卫 为 js 阶 反 对 称 矩 际 ， 它 的 庆 宁 一般 说 米 是 刍 数 1 和 矢量 六 
分 伪 的 贡 数 。 
[证 明 ] 设 场 F(t#, 芭 ) 有 有 形式 C3.1.1)， 这 时 册 (03,1.3) 和 各 
3.1.4) 有 有 
XRF=X*O = 
利用 (3.1.2) 求 得 
。160 。 


ZX 0) = 《3 .1 .5 


我 们 来 求 方程 (3.1.5) 的 解 ， 此 解 清 足 条 件 站 0， 对 欠 蝇 六 的 


分 量 是 实 的 ， 连 续 的 且 连 续 可 微 的 。 没 已 找到 这样 的 解 ;了 = 
VyV(4,X)。 在 方程 组 


dx 
I= 一 全 (3.1.6} 


的 积分 辐 线 六 (7) 二 Xoe"" 上 计算 这 个 解 。 我 们 有 


洪 碟 到 (3,1.5) 利 (3,1,6)， 求 得 


WC Xr)) (3.1.7) 


这 里 及 以 后 将 t 作 为 参数 来 研究 , 将 (3.1.7) 由 6 至 积分 ， 得 
到 


VO XC VE KX) = | WO XC 


考虑 到 入 数 六 的 连续 性 ， 限 制 条 件 六 (1,0) 二 0 以 及 条 件 六 (7 
一 以 当 r 一 co 时 )， 我 们 求 得 


A A {3.1.8) 
弛 让 ， 公 式 (3,1,8) 可 写成 形式 


VG,X)=—| WU Xe-")dr (3.1.9) 


可 以 证 明 ， 美 系 (3.1.9) 在 t 汪 0， 玉 EE。 上 销 定 一 给 定 枉 
数 ， 些 函 数 对 芭 前 分 量 基 实 的 、 连 续 的 且 连 续 可 微 的 。 范 数 . 
C3.1.9) 必 请 是 条 件 VF(t,0) 三 0 并 且 是 方程 43.1.6) 的 解 。 

现在 用 廿 数 下 (f, 六) 借助 公式 (3.1.2) 确 定 场 避 ， 并 取 


"1461 * 


.11)，G 同上 为 有 势 场 , 而 互 为 在 沿 (3.1.10) 积 分 则 线 上 位 移 
不 作 功 的 场 。 换 言 之， 要 求 


点 一 上 r 末 一 0 
申 此 有 
dH =dr( SE) H=drQrH=0 
徊 点 


OH=0 (3,1.11) 
定理 5.,1.2 如 洒 由 方程 (3.1.10) 确 定 欧 动力 系统 有 C1! 类 截 
和 面 S， 而 函数 
Wit, XIX)=O*F 《3.1.12) 
对 矢量 五 的 分 量 是 连续 可 徽 的 ， 那 么 存在 对 矢量 所 分量 为 人 "类 
的 函数 (7)， 使 得 分 解 式 (3.1.1) 成 立 。 此 了 时， 广义 势 场 @ 用 
通 数 了 ft, 二 ) 按 公式 (3.1.2) 确 定 。 场 五 满足 条 人 性 (3.1.11) ， 并 
有 形式 
H(t,X)=PQ (3.1.13) 
其 中 了 为 反对 称 方 隆 ， 它 的 元 素 是 参数 1 和 矢量 站 分 量 的 函数 。 
这 里 作为 C! 类 截面 5 取 为 连续 可 微 曲 面 ， 此 曲面 仅 在 独立 变 
是 的 单 值 下 当 增 大 或 减 小 时 与 方程 (3,1.10) 的 积分 曲线 相交 。 
[证 明 ] 村 求 场 F(t, 革 ) 按 公式 (3.1.. 匀 分解， 其 中 五 注 
是 (3.1.11)， 面 妇 按 (3.1.2 珍 定 。 这 时 由 (3.1.12 求 得 


2 9 -= i (3,1,14) 


方程 (3.1.14) 有 实 的 、 连 续 可 微 的 艇 了 (信和 )， 它 在 截面 S 上 潮 
近 于 给 定西 数 ,(t, 六 )， 
我 们 用 铂 数 六 (ft, 久 ) 按 公式 (3.1,2) 确 定 场 GG。 这 时 场 刁 二 
五 一 G 必 满 足 条 忻 (3.1.11)， 而 因 上 路 需 有 形式 (3.1.13)， | 
推论 ”如果 方程 组 《3.1.10) 月 全 局 渐 近 稳定 平 奖 位 里 
天 一 0 ,那么 场 下 上 人 大) 总 可 才 为 形式 人 3.1,1) ,其 中 G 满 是 (3.1.2)， 
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而 互 满足 总 .17)， 如 时 公函 数 (3,1.12) 是 可 微 的 。 这 个 结论 
出 以 下 事实 引进， 当 有 全 局 浙 近 稳定 性 时 ， 动 力 系 统 的 鹤 面 必定 
存在 ， 

5， 关于 质点 的 运动 方程 ”研究 一 绝对 坐标 系 ， 假 设 此 华 标 
系 是 笛 卡 此 右手 系 。 划 果 给 定 某 点 开 相对 点 口 的 笑 径 r( 人 六 ， 闭 
么 与 此 动 点 相关 有 一 系列 运动 学 和 动力 学 特性 。 例 如 ， 动 点 耻 的 
质量 m。 我们 认为 矢量 函数 (人 在 +tE [to ,til 上 给 定 ， 并 且 对 时 
闻 上 是 实 的 、 二 阶 连 续 可 微 鬼 。 关 径 7( 昌 的 一 阶 导数 称 为 点 于 
的 速度 ， 二 阶 导 数 称 为 点 的 加 迷 度 。 矢 量 函 数 F( 二 mr (1) 称 


为 作用 在 虑 型 上 的 力 。 量 | “ 玉 .r dt 称 为 力 下 罕 时 间 [4， 


ttTl 上 的 功 。 景 mf? (人 ) 称 为 动 点 履 的 动能 . 
Newtoa 在 4 自然 哲学 中 炒 学 原理 》 中 为 数学 家 提出 姗 下 问 
题 : 按 给 定 的 运动 确定 方 .Newtoa 所 提问 题 的 解 在 一 般 情形 可 
用 以 下 办 法 来 实现 。 设 给 定 运 动 族 
r—r{t, 0, b) (3.1.15) 
其 中 上 一 (alasas) ,一 全, ,bs ,bs) 是 胡 征 动 点 初始 位 置 和 初始 
速度 的 常 矢 量 。 将 关系 (3.1.15) 对 + 求 导 数 ， 得 到 
了 =r (ta,b) (3.1.16) 
r=7 (ta,b) (3.1.17) 
鸭 确定 起 见 ， 贝 设 由 两 个 所 量 方 程 (3.,1,16) 和 和 (3.1.15) 可 找到 此 
量 
a~alt,r,r) (3.1,18) 
b=b(t,r,r) (3.1.19) 
这 村 利用 (3.1.18) 和 (3.1.19) 并 由 (3.1.17) 中 消 法 志和， 我们 
求 得 
mr =F (3.,1,20) 
* 上 区 到 。 


这 里 下 汽 作 用 在 动 点 上 的 力 
Fmr {fa{t,r,r), blt,r, r=F(i,r, ry 
当然 ， 间 题解 的 公 下 是 Mewton 给 出 的 。 在 每 一 个 别 情 形 ， 
这 个 公 陈 的 存在 是 不 很 简单 的 事 性 。 
现在 设 P(D 是 点 于 的 任意 运 一 ， 
定理 53.1.3 如 果 对 此 运动 动能 术 任 全 区间 [t,t 十 ?I 上 的 增 晤 
与 力 在 同一 区 间 上 的 功 相 全 ， 那 么 必 渡 跨 尖 系 
mp ft 一 五 (人 
[证 明 ] 设 在 运动 PQf)F 动 能 在 区 闻 [t,t 十 T1 上 的 增 量 等 了 
力 在 同一 区 冰 上 上 的 开 ， 些 时 按 动 能 利 功 的 定义 ， 有 


= 卫 交 f+ = 
Tm{p Grn-P}=) F, pat (3.1.21) 
将 (3.1.21) 村 7T 束 导 ， 碟 后 取 T=0， 得 到 


mp POOF . PU) (3.1.22) 
因 运 动 P(t) 是 尾 意 的 ， 那 么 可 认为 速 庶 尔 量 p() 在 固定 + 下 
可 取 任 意 值 。 例 如 ， 了 到 


PD) =m PD —F (OD (3.1.23) 
此 时 出 (3.1.22) 和 (3.1.23), 汽 们 得 到 

{mp(D)—F():~0 (3.1.24) 
奖 系 (3,1.24) 仅 当 


市 所 (站 一 正人 
时 才 成 立 。 最 后 的 关系 是 对 其 上 定义 运动 pf 的 区 闻 [ia 汪 ] 的 
任意 值 + 证 明 的 . 
附注 。 如果 运动 PD 在 某 时 刻 ETto,t11 满 足 条 件 P(D)= 
T( 四 及 PP( 有 )= 了 (1)， 逆 么 必定 有 
PD=r(), +E [to, iti] 
现在 设 ==FP(f,T,?) 为 在 自 变 量 的 记 有 有 限 值 下 给 定 的 、， 
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连续 的 实 炙 量 函数 ， 我 们 将 认为 该 矢量 函数 乃 是 引起 点 型 运动 
的 所 有 原因 ( 力 ) 的 总 合 ,研究 微分 方程 组 
mr=F(t,r,r) (3.1.25) 
为 殉 定 起 兄 ， 假 设 方 程 组 (3.1.25) 的 右 端 在 任意 初始 给 定 
t=t0, r=ro, To=ro 
下 满足 解 的 存在 和 唯一 条 件 。 此 时 方程 组 (3.1.25) 有 有 解 
r=r{t.ro,ro, to) (3.1.26) 
在 运动 (3,1.26) 上 计算 方程 组 (3.1.25) 的 右 并 。 此 时 得 到 完全 确 
定 的 笑 其 函数 下 = 玉 ( 作 。 如 对 该 矢量 函数 应 用 定理 3.1.3， 那 么 
满足 能 量 守 昼 律 的 任何 运动 p( 纺 ， 必 定 是 
mp=F() 
出 附注 得 知 ， 如 果 这 样 的 运动 在 某 时 部 2 与 所 研究 的 运动 相 量 
A 
PO rro roto) RR PD rE ro, 7 0,10) 
那么 必定 有 
. DONS=r(bry: ro, to)} 

因此 ， 如 果 在 某 任意 时 刻 ， 例 如 在 初始 时 刻 为 p(to) 一 ro， 
P (10) 二 r 。， 那 么 满足 能 量 守恒 定律 的 质点 任意 运动 与 质点 用 
的 给 定 运动 7 二 7(t,ro,76 ,to) 相 重 合 .质点 在 力 场 F(t,rr ) 中 
的 运动 自然 地 被 确定 ， 因 此 方程 (3.1.25) 需 当 作 运动 微分 方程 来 
研究 。 _ 

函数 g(t,r,7 ) 称 为 方程 组 (3 .1.25) 的 第 一 积分 ,如 果 在 由 方 
程 组 (3.1.25) 确定 的 每 一 运动 中 , 它 取 常 值 ,但 本 身 不 是 常量 ， 

说 到 等 式 z 
g(t,r.r) 一 0 (Ga. 1 
给 出 方 程 组 (3.1.25) 的 特殊 积分 ， 如 果 方 程 组 (3.1.25) 在 初始 
时 刻 满足 等 式 - 

olto,re,r on)=0 


的 任何 运动 在 运动 的 全 部 时 间 都 满足 这样 的 运动 称 为 从 属 维 
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。 
现在 研究 当 点 于 受到 某 些 约束 眼 制 情形 时 廊 程 组 (3.1.25) 
右 端的 结构 问题 ， 用 Ftt,r, 7) 洗 示 不 依赖 于 约束 的 力 。 约 来 对 
感召 的 作用 通常 用 某 个 力 且 (i,r ,7 ) 来 量度 ， 此 力 称 为 约束 反 
力 。 作 用 在 与 约束 适合 的 动感 型 上 的 全 雇 力 有 形式 
Fit,r, r)+RG, r, rr) 
在 此 情形 ， 力 程 (3.1.25) 取 形 武 


mr=F+i+R (3.1.28) 
假设 上 述 约束 可 解析 地 衣 发 | 

gd,r,r)=0 _ {3.1.29} 
将 (3.1.29) 对 + 求全 导数 并 由 (3.1.28) 蔡 代 r ， 我 们 求 得 

R:C+}=0 (3.,1.30) 
其 中 CG= 9 ， 如 果 范 数 9 不 依赖 于 (完整 约束 情形 )， 那么 


3 
= 设 C1，Cs，C ;是 筱 此 正 交 的 章 位 秋 量 , 而 G, 与 矢量 
已 同 太 。 此 时 有 
R=Ci+ C+ hs: (3.1,313 
由 (3.1.30) 得 到 
= 
?一 一 CT (3.1.32) 


名 昌 7 让 全 全 全 1.32)， 那 么 聊 数 g (i,r,r) 是 
方程 组 (3.1.28) 的 第 一 积分 ， 邵 果 在 某 任意 运动 中 9(+0， 
To ,To )=0 有 r,r) 一 0, 即 系统 (3. 
1.28) 的 这 样 运动 与 约束 (3 .1.29) 适 合 , 为 及 的 一 般 形 武 可 以 得 
到 ， 如 果 认 为 量 1 按 下 式 确 定 


b= CT FA rr ,9) (3.1.33) 


其 中 函数 4 在 g=0 于 恒 趋 于 零 ， 
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对 方程 组 [3.1.28) ,这 时 等 式 (3.1.29) 将 给 出 特殊 积分 ,但 是 
这 里 运动 方程 所 涉及 的 一 般 性 不 影响 所 研究 的 送 二， 因为 此 时 对 


满足 关系 (3.1.29) 的 变量 1，r, r 的 值 的 集合 ， 系 统 不 改变 。 


将 矢量 了 沿 正 交 矢 C，C，Cs 分解， 有 
=A (3.1.34) 
邵 困 成 立 
A 十 sts 二 Aatia 一 站 
那么 力 及 不 作 功 ,或 + .五 =0， 央 此 ， 约 束 反 力 不 影响 动 点 动能 
的 变化 。 

4. 关于 质点 系 的 运动 方程 现存 我 癌 研究 慎 避 夭 M1，*…， 
形 的 运 吉 方程 。 如 果 mi 是 点 的 质量 ，r; 是 它 的 尔 径 ， 王 ,为 主 
动力 ， 尽 ， 为 约束 反思 ， 那 么 每 个 质点 可 称 为 自 册 质点 来 研究 ， 
类 似 于 上 面 可 将 运动 方程 组 写成 


mi rs=F,+R, {i= 1, ,7) (3.1.95) 
假设 质点 和 又 所 受 约束 表 为 形式 
ri=7rs (tt, , ds) 人 一 1 (3.1.56) 
其 中 9，…，9s 为 确定 点 在 空间 中 位 置 或 者 说 确定 质点 点 系 位 


的 广义 和 坐标 。 鞋 


人 一- 人 
二 三 上 


为 质点 系 的 动能 。 汪 (3.1.36) 得 知 ， 系 统 动能 是 广义 速度 0 
g ;的 二 次 形 。 方程 《9.1.39) 的 第 1 个 点 季 了 [1 并 从 1 
1 对 1 求 和 和， 我 们 得 到 


d a7 a ， 
一 一 -一 一 -一 = ， =],， … r a 
dt 9 391 Qs (=! ) (3.1.37) 


其 中 Qs= 》 名 入 二 及 站 为 与 广义 坐标 gs 相应 的 广义 为 。 
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方程 .1.37) 即 为 Lagrange 洛 二 路 方 再 ， 
由 定理 3.1.1 得 知 ， 方 程 组 人 .1.37 星 挟 过 再 表 为 形式 


;一 .9 +E 【3 ,1.33? 


其 中 西 和 下 j 为 阿 间 ， 扣 二 fg 9 和 和 估量 必 一 4 
'， 旬 ps 的 省 数 。 轩 此 


晤 
Ys: Ry {3.1.39) 


由 (3.1,3 旬 得 知 ， 舌 量 革 和 下 二 (BR ，*…， 顺 ) 讼 此 正 交 。 可 时 
各 量 中 由 为 形式 

下 一 PC (3.1.40) 

则 正 交 性 条 件 G3.1.39) 将 成 立 ， 其 中 本 为 友 对 称 窍 泗 , 械 = 

一 了 ， 筷 的 元 素 一 般 说 来 是 蛙 间 .矢量 分 旺 9 和 全 的 任 六 函数 ， 

我 们 证 明 ， 满 足 条 御 (3,1.3 四 的 任何 矢量 五 必定 有 形式 (3. 

1.40)。 实 际 上 ， 可 果 Ets 二 1，…， 忆 基 正 交 于 的 某 泉 量 ， 


i 
那么 矢量 五 = 》9, 下 "在 标 基 阔 数 的 任 次 选取 下 也 正 交 宁 4。 我 


们 证 明 ， 和 作为 猴 量 下 "fs 一 1，…， 虽 可 选 扎 阵 

A=Ed— do* (3.1.41) 
的 行 ， 其 中 避 为 单位 矩阵 。 困 此 在 这 些 矢 是 之 问 必 有 全 一 站) 个 是 
线性 独立 的 。 将 等 式 (3 .1.41) 左 线 gr， 得 到 

dA d=0 
困 此 ， 和 矩阵 A 的 行 与 猴 量 4 正 变 。 现 在 证 归 ， 在 它们 中 间 必 定 存 
在 民 一 1 个 线性 独立 的 。 假 设 存 在 矢量 a 与 和 正 交 ，42 天 0， 使 
得 同时 与 矩阵 4 欧 所 有 行 正 交 。 这 时 ， 用 8 右 猜 (3.1.4I， 得 

Ad=j}:u=0 

由 此 得 出 6 为 零 守 量 ， 因 为 假设 各 异 于 零 。 因 此 ,每 个 与 站 正 
次 的 矢量 必定 为 矩阵 A 的 行 的 线性 组 合 。 换 育 之 ,如果 五 满足 
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(3.1.39)， 那 么 必定 有 
R=AY (3.1.42} 

其 中 瘦 =( 久 4， ， 让 为 带 任 意 分 量 的 大量 。 

容易 看 和 出， 如果 贤 

下 一 名人 和 一 五 人 及 

则 等 式 (3.1.42) 训 玫 户 式 G3.1.40)。 耻 (3.1.40) 和 (3.,1.42) 用 ， 
方 3， 1.3 科 和 的 看 洲 可 写 万 沿 种 诈 千 的 瞩 式 ， 

现在 僵 究 一 特区 司 形 ， 皮 反对 称 窍 陡 工 不 依赖 二 广义 速度 
的 挡 灰 。 这 轩辕 训 训导 在 任何 定 消 时 夺 可 贷 及 名 个 吉 数 二 ，…*， 
ts 家 轨 形式 


11 or anl™ 
i 2 | 1 [3 | (3.1.43) 
其 中 
Ou: ..， 081 
ao |99 qari 
dg : 
8091 ”人 8 


实际 上 上， 如 果 范 数 妈 ，…，8 给 定 ， 那 么 (3.1.43) 的 厂 端 是 反 
对 千 抵 孟 ， 而 为 此 公式 全 .1.40) 将 络 盟 与 总 正 交 的 人 多量 。 

我 们 来 证 明 ， 相 反 的 铸 论 也 对 。 即 ， 如 有 果 给 定 反 对 称 和 矩阵 
也， 那么 郑 数 呈 ，…， 嫩 存在， 由 (3.1.43) 对 第 一 行将 有 方程 
组 | 


在 此 方程 组 中 我 们 随 保 给 出 削 数 并 按 公关 

Ws=Cslt, G2,93,° “qn+| ( (3 全 ~ 201, ) dgi 
来 确定 函数 #4 (5s 二 2， ep 记 ) 。 这 里 esfs 一 2 惧 ) 汶 不 司 赖 于 和 
量 g 的 第 一 个 分 其 的 任意 亲 数 。 具 次 ， 使 移 阵 等 式 人 3 .1.43) 的 第 


li10 » 


二 行 相等 ， 我 们 可 求 到 为 确定 这 些 函 数 的 方程 组 。 
炎 似 的 作法 可 用 和 矩阵 三 的 元 素来 确定 未 知 商 数 骨 ，…a 
当然 ， 这 样 的 确定 是 非 划 值 的 . 
现在 转向 方程 组 (3.1.37) 用 动量 表示 的 写法 。 为 此 ， 置 
p= (=1 的 (3.1.44) 


下 时 方程 组 43 .1.3 站 写成 形式 


?一 二 +Q， (一 1 (3,1.45) 


ge 
由 3.1.44) 得 知 ， 动 其 征 广 久 速度 的 线性 画 数 ， 反 之 亚 对 ， 广 立 
速度 是 动量 的 线性 函数 。 自 然 ， 这 些 线性 函数 的 系数 一 般 说 来 是 
时 章 和 广 六 人 笃 标的 函数 。 此 时 人 各 .1.45) 的 者 端 是 时 间 、 广 交付 标 
和 动量 的 函数 .因此 ， 按 定 吾 3.1.1 ，(3.1.45) 的 右 端 可 守成 形 
式 


tr 


真一 六 
其 中 丁 ， 下; 是 时 间 以 及 矢量 g 一 (9:，…，9 门 和 p={p1, 
了 4 的 分 量 的 陋 数 ， 了 为 任 伟 反对 称 和 矩 | 证 ， 其 元 素 是 时 间 和 和 从 量 
2 和 的 分 基 的 孙 数 。 


i 3.1.46Y. 
3 ) 


让 
置 万 二 》 4 py， 可 称 为 方程 组 (3.1.37) 的 Hamilton 本 


4=1 
数 ( 与 通常 的 定义 稍 有 不 同 )。 如 果 利 用 不 等 式 (3.1,44)， 那么 通 
数 于 可 作为 时 间 ，、 拓 最 2 和 gg 分量 的 函数 。 直 接 计 和 饶 得 


一 0 {j=1, .……, hk) (3.1.47) 


方程 组 人 3.1.45) 和 (3.1.47) 是 偏 微分 方程 


时 
的 特征 组 。 方 程 组 (3.1.48) 可 岂 (3.1.45) 平 (3.1.47) 得 到 ， 只 可 
把 动量 py 好 二 】，…， 角 ) 当 作 六 举 标 和 眶 癌 的 未 惹 冰 数 ， 

5. 关于 稳定 性 问题 THTyYHOB 提出 稳定 性 的 下 迅 定 
慰 。 

定 兴 3.1.1 设 Li， ZL1 ,Ls 是 企 总 给 定 的 正 数 。 如 果 
在 所 有 工 。 不 ， 无 论 它 们 怎样 小 ， 总 能 选取 正 数 互 |,， 五 。，… 
五 是， 天 每 在 满 丰 条 性 

lel SEE,, le lB (j=1, "**, k) 
的 所 有 实 的 8 ，8y' 下 ， 丰 由 19 开始 的 听 有 tt 下 ,满足 不 等 式 
iF Li ,OFsl<Ls 
那么 对 晤 号 ，…， 扎 。 的 未 扰动 运动 是 稳定 的 ， 在 粕 反 的 情形 对 
这 些 量 是 不 稳定 的 。 

这 里 用 总 表 记 量 op， ss 2，… 和 8 的 后 通 数 ， 
用 站 表 证 外 初 条 件 #+ 一 1，gy 二 yo 人 二 yo0 所 形 定 的 、 宴 移 选 
取 的 未 扰动 运动 9 一 gx 二 ，gy 一 2 下 业 这 些 芳 数值 。 苑 数 
如 在 运动 i 

Dd 
上 计算 ,此 运动 为 由 初 条 件 1=1o，9, 一 916，9; 二 9 yo 所 确定 
的 抗 动 运动 ， 其 中 sy 一 和 ye 一 aye，211 一 5 一 yo。 
如 果 范 数 纺 ; 与 广义 束 标 和 广义 速度 相合， 印 
她 + 一 和 7， Orp= (j=1, "", k) 
那么 由 对 这 些 量 的 稳定 性 定义 得 到 对 广义 刁 标 和 广 闵 速度 的 未 拢 
动 运 水 的 稿 定性 定义 。 

我 们 首先 研究 这 类 稳定 性 。 此 时 动能 个 是 广义 速度 的 二 次 
形 。 二 次 形 蒜 数 一 般 说 来 是 广义 坐标 的 函 效 。 假 设 质点 系 在 保守 
力 场 中 运动 。 换 盲 之 ， 认 为 广义 日 ; 有 势 五 = 万 (ol ，…，&i) 使 
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《7 一 】， ee 严 了 


在 此 情形 运动 方程 到 形 式 
d 3aT 37 3 


a 90, a, (3.1.49) 


如 果 在 go0ti=1, Wy 三 
oad 
| 


一 修 


就 说 质点 系 有 平衡 下 妓 
d= (j=l1, 0 8 一 (3.1.50) 
这 意 昧 着 ， 如 果 用 (3.1.50) 和 蔡氏 未 知 函 数 ， 那 么 方 得 组 (3.1.49) 
满足 。 与 将 数 五 一 起 ， 引 浴 未 能 五 
P=—H+C 
这 里 蕊 是 某 常 量 ， 它 党 这 祥 选 ， 全 在 平衡 位 性 生 了 二 0，。 
定理 3§.1.4 池 缮 在 平衡 位 时 上 势能 有 极 小 ， 那 妈 受 有 稳定 
完整 约束 的 、 在 保守 为 场 中 运动 的 质点 系 有 稳定 的 米 抗 纺 运 动 
(3.1.50} {Lagrange~Dirichlet)., 
[证 明 ]】 将 方程 组 (3.1.49) 的 第 j 个 方程 钱 以 9; 并 出 1 至 上 
对 了 求 和 ， 得 到 


下 
之 (4 入 一 + DE 


因 约 京 是 完整 的 、 稳 定 的 , 是 的 齐 二 次 式 ， 按 齐 次 函数 的 
Euler 定理 有 


我 们 求 得 
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奢 么 于 效 位 置 3 .1.53) 对 仁 标 是 稳定 的 。 
[证 明 ] 兹 方程 组 G3.1.57) 的 第 了 个 方程 冬 以 ;， 并 由 1 至 


下 fm 
& 对 了 求 和 ， 应 用 齐 次 函数 的 Eualer 记 理 》 4107 一 fm ， 
了 = 
如 前 我 们 求 得 
TtP= 》 mc， (3.1.59) 


数 8，65 及 处 的 选 应 同 定 理 3.1.4 的 还 滑 ，。 

因 G@ ,1.59) 和 的 右 端 取 非 正 租 ， 那 么 在 区 域 t3 .1 ,53) 中 开始 的 
企 何 运动 在 1to 时 满足 和 条件 了 十 过 入 。 刀 前 曾 证 明和 的 ， 出 直 不 
等 式 得 知 ， 在 所 有 fb 时 成 立 (3.1 54)。 因 此 ， 平 衡 位 置 (3.,1， 
58} 对 砍 标 是 稳定 的 。[ 证 毕 ] 

现在 研究 受 不 移 定 完整 约束 询 质 点 系 的 运动 。 此 时 系统 激动 


能 为 了 一 TO FT ET 


其 中 了 和 全 为 广 祥 焉 度 网 正定 二 次 形 ， 天 :为 广义 速度 的 线性 形 ， 
7 不 依赖 于 广义 速度 。 工 2 和 的 系数 以 下 量 709 一 般 说 来 是 
变量 # 86，…，8x 的 通 数 。 这 和 样 质 点 系 的 运动 方程 仍 有 形式 
(3.1.57)， 但 动能 已 不 再 是 广义 速度 的 二 次 形 了 了 ， 

定理 5.1.6 如 果 

(1) 方程 组 (3.1.57) 有 平衡 位 置 (3 ,1 ,58): 

《2) 在 在 一 柳 数 呈 二 Pq ，…，48) 使 得 


_ aP __ 7D 9 QT 十 3 97 


dus Ady pry ot | Qs 《了 一 上 ， R) 
《3) 讶 数 局 在 平衡 位 置 上 湖 极 小 ; 


(0 组 mr -到 非 正信 ， 


那么 平 条 位置 (3.1.58) 对 仅 标 以 及 太 义 速 度 是 稳定 的 。 
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的 侈 定性 河 题 解 的 一 般 情 形 。 实 际 上 ， 站 方程 组 (3.1,57) 中 作 得 
求 函 数 兰 挤 

;= (+e 

y= Dt EE (m1, ,DD (3.1.64) 
质点 又 的 动能 借助 这 样 奉 换 变 为 量 的 二 次 隐 数 

着 二 二 (2 十 遍 ' 由 二 这 和 

这 末了 人 3 为 二 次 形 ， 记 中 为 相对 ) 义 玉 度 1，…， 的 线 任 形 ; 
P' "为 质点 系 在 未 扰 动 运动 (3.1.63) 中 的 蕊 能 。 广 义 妃 99 
十 天; 的 力 场 在 替换 (3 .1.63) 后 也 可 表 为 形式 

-9 十 天 (一 1，… 了 

PE 
其 中 量 责 ， 满足 关系 


万 
» 8 yhs=0 
1= 1 


因此 ， 运 动 方 程 (3.1.57) 取 形式 


过 yd _ CL (7 一 1 有 


dt 32 ， 063 aey 
(3.1.85) 
方程 组 (3 .1.65) 有 平移 位 置 
Es=0, £410 (j=1, -, &) (3.1.66) 


我 们 说 二 次 形 人 5? 按 12>0 及 51，…，54 ， 上 司 让 5 相对 各 
1,…， 攻 ;为 正定 的 ， 如 果 满 足 不 等 式 

外 上 

1=1 
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其 中 @ 为 正 的 种 数 。 这 一 不 等 式 在 f0, 匡 半 所 下 成 立 ， 其 申 
2 为 其 正 的 常数 。 

在 研 窒 中 我 们 引入 广 凌 执 五 二 (51 ，"，Sp， 如 并 认为 沙 
数 儿 = 一 各 对 40 是 正 江 的 ， 即 机 设 当 5 二 人 二 -二 5 二 0 时 
BlEr nr EF， ==0， 匡 存 太 汀 类 P=PlE), bo, ,648)， 
生存 所 51 二 二 2 一 0 处 受 小 ，P(0， ,0) 二 0 使 得 在 15y| 起 
a 下 , Plé1, mo, Ep ODEsP(EEL, oe, Se), 

定理 引 .1.7 加 果 满 是 下 列 茶 件 

《1) 在 在 一 听 数 名 使得 


[1 2 两 ft》 二 
je 
"05 05 79 # 
(2) 画 数 PB 对 40 为 均匀 正定 的 ， 了 (站 对 10 及 二 
E54 为 的 号 正定 一 次 形 : 
(3) 范 数 


N cm) 97‘2) |) 9 
Dm a 路 3 


保持 符号 (不 变 号 ) ， 在 充分 小 量 纪 ， 1 Eps 上 1 < 以 及 
在 所 有 f20 下 保持 非 开 号。 


[证 明 ] 我 们 同 定数 0， 选 充分 小 的 并 置 ,2 一 inf 
| 21° 4 
《 盏 (2 十 站 此 时 量 后 和 和 E( 一 1 9， 局 处 于 立方 体 
Erde, TE =1, AD) (3.1.67) 
边界 内 ， 选 数 6 使 得 当 1 汪 fs 以 及 
上 | <6, | | <5, 88 (3.1.68) 
有 璐 (2 十 产 < 一 入 


我 们 来 证 明 ， 在 区 域 (3.1.68) 内 开始 的 任何 运动 ， 站 所 有 运 
动 时 间 册 处 所 立方 体 (3 .1.67) 内 部 .实际 上 ， 在 任何 运动 中 郴 数 
一 汗 忆 不 增 大 。 因 此 在 所 有 运 到 时 间 ， 当 1 之 to 时 有 
了 (3.1.69) 
如 果 假 设 运动 古 出 立方 体 (3.1.67) 的 界限 ， 那 么 存在 轨道 窍 过 立 
方 体 边界 的 时 启 。 距 时 必定 有 ( 印 (4) 十) 之 4, 而 这 与 不 等 式 
(3.1.69) 相 矛盾 ， 因 此 在 运动 所 有 时 间 拢 动 轨道 保持 在 立方 体 
(3.1.67) 内 部 。 即 当 t2>t。， 潢 足 不 等 式 ]8 二 8, 1 过 te (j= 
1 ,+ 
郑 果 在 JIA0yH0B 给 出 的 稳定 性 定义 中 作 某 些 改变 ， 那 么 可 
得 到 更 广泛 的 稳定 性 概念 ， 包 括 现 时 存在 的 各 类 稳定 性 ， 
定义 引 . 1, 2 设 工 !， L2, "Ty 上 Ls 是 任意 正 数 。 如 果 竹 所 有 
工人 下， 元 论 它 们 : 殖 公 小， 总 可 以 造 择 正 数 互 1，s, 呈 ,Es， 使 
得 在 满足 条 件 
P| Es (j=1, 1 N) 
的 所 有 实数 Ps 下， 以 及 过 fo 的 所 布 ;满足 不 等 式 
了 


那么 未 扰动 运动 相对 量 2 ，…，pr，7 ，…，Tyr 是 稳定 的 ,在 
相反 情形 对 这 些 量 是 不 稳定 的 。 这 里 Pi， | pw 是 48 个 变量 


0 二 4, 记 ) 的 函数 ，T 7T。 是 函数 或 在 以 
下 两 个 运动 上 计算 前 泛 函 ， 一 个 是 相应 于 初始 条 件 gyo 和 gz 的 未 
扰动 运动 st), a #(1) ;一 个 是 相应 于 初始 给 定 940 和 #0 的 扰动 
运动 (的 ,8 六。 因此 ， 假 设 函 数 P，…，pr 和 泛 本 了 ， 
.… ,了 取 非 负 值 。 

以 后 这 个 anyH0B 稳定 性 推广 概念 将 用 于 研究 控制 过 程 的 
稳定 性 分 析 。 

6 关于 动力 学 控制 ”假设 给 定 两 个 质点 系 ,实现 协同 返 
动 ， 一 个 质点 系 是 载体 或 控制 体 ， 另 一 质点 系 是 被 载体 或 被 控制 
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体 . 很 设 ， 第 一 个 质点 辽 用 广 各 坐标 qi 确定， 第 二 个 质 
点 系 用 s1 ，…，sn 确定 。 如 果 4 汉 此 系统 某 任意 所 的 矢 径 ， 那 
么 可 认为 


六 


(i=1, rr, fn) (3.1.70}) 
这 里 # 为 机 系统 质点 的 数 则 。 
如 果 ms 是 第 了 个 点 的 质量 ， 那 么 它 的 运动 方程 是 
mi 7 se—Fi+R, Ci=1, 2 (3.1.71) 


动能 和 = 一》 miT 3 是 广义 速度 和 ，…，，$1，*…，sm 的 二 
ial 


次 形 

T=7T 2 Bot ol) 
其 中 T'2) 为 量 1， 站 ds 的 二 次 形 ， Tt1) 为 这 些 量 的 线性 形 ， 
2'3) 荐 量 sl， sm 的 二 次 形 ， cti) 是 这 些 量 的 线性 形 ， Be) 
为 广义 速度 的 双 线 性 形 ， 了 5( 生 为 不 含 广 义 速度 的 项 。 如 果 


(3.1.71 逐 项 乘 以 9 并 由 1 至 4 对 i 求 和 ,我 们 得 到 
让 


rz) _ dr‘?) dd 3p _ 9B 
di BE 


dgy df 399; 0gs 
d Art AT) lo ol TT 0)) 


dt 900s ogy | . : 
一 总 ; (j=1, ++, &) (3.1.72) 


将 (3.1.71) 点 乘 -975 并 由 1 至 对 i 求 和 ,我 们 得 到 


习 Hr? 35…， 十 辽 Ap'2) BD 


di ds as dt 881 ast 


d al) ge) Atri tr tTto)) 
tar os dsr Ds 
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一 万 {3.1.73) 
(=1, ,1 
与 方程 组 (3.1.72)、{3 .31.73) 相 关 据 出 下 述 问 题 ， 首 先 需 要 
找到 控制 作用 4 ，…，wm， 在 此 控制 作用 下 实现 给 定 的 程序 运 
动 ， 这 些 运 动 具有 茶 些 性 质 。 基 次， 需 如 嘴 选 联 控 制作 用 ,使 得 
上 述 程序 运动 在 广义 上 是 克 定 的 。 第 三 ， 在 确 避 所 描 问 题解 的 控 
制 之 前 ， 需 要 选取 在 洪 种 意义 下 的 最 优 控制 。 


$5.2 刚体 转动 运动 的 控制 


在 这 一 节 轩 我 们 研究 则 体 转动 运动 的 控制 癌 题 。 出 这 种 研究 
结果 可 找到 控制 力 短 的 形式 ， 在 此 为 窗 作 用 下 或 音 司 转动 湖 体 的 
方位 在 给 定 方向 上 ， 或 者 与 刚体 国联 的 轴 按 给 定 程 序 扫描 。 同 时 
证 明 ，. 上 述 力 算 可 借助 于 以 菜 种 方式 与 控制 载体 机 联 的 被 载体 相 
对 运动 中 引起 的 Coriolis 力 和 相对 惯性 力 来 组 成 ， 
1。 刚体 定点 转动 的 控制 ”首先 研究 北 同 定点 转动 的 刚体 ， 
其 转动 方程 为 Euler 动力 学 方程 
.0+FoOx: w=M (3.2.1) 
其 中 心 为 角速度 矢量 ，69 为 惯量 张 量 ，M 为 作用 在 物体 总 药力 
第 。 
设 给 出 两 个 单位 矢量 s 及 r。 矢 量 s 在 绝对 空间 中 是 不 变 
的 ,矢量 7 在 刚体 中 是 不 变 的 。 
刚体 在 给 定 方向 定 方 位 的 问题 在 于 寻求 为 窍 M 使 得 满足 条 
件 r 一 s。 在 研究 物理 摆 在 均匀 重力 场 和 暴 挂 点 处 麻 氛 力 的 作用 
下 的 运动 就 提 由 这 样 的 问题 。 众 所 周知 ， 这 钢 个 因素 的 作用 一 般 
说 来 使 摆 实 现 衰减 振动 。 因 此 ， 由 悬挂 点 到 氢 的 惯性 中 心 的 方向 
将 与 重力 场 的 方向 相 重合 。 如 果 前 一 方向 用 给 出 ， 后 一 方向 用 
s 给 出 ， 那 么 在 所 研究 的 物理 持 上 将 作用 力矩 ArXs， 其 四 下 为 
某 正 常数 。 由 这 种 研究 可 引出 力 第 的 形式 ， 借 助 此 力矩 可 解 上 述 
提 盟 药 定 方位 问题 。 即 ， 绚 击 
* 182 * 


M=PR+hrxs {3.2.2) 
其 中 为 茶 力矩 ， 它 表征 如 阅 巧 挂 点 的 座 氛 力 窟 。 为 确定 起 见 ， 
先 假定 
JE 一 一 向 十 RTXS {3,2.3) 
对 于 刚体 来 说 ， 拓 全 8 完成 以 角 焉 度 一 @ 的 转 珑 返 动 ， 国 此 在 与 
鲁 体 阁 咏 的 坐 忻 : 系 中 检 
s=—wOXxs (3.2.4) 
定理 3.2,1 方程 组 (3.2.1)、(3.2,.4) 在 控制 (3.2.3} 下 的 平 
衡 位 置 s 一 +， 驯 天 0， 对 任意 选取 的 R>0， 是 JIHIYHOB 渐 近 秘 
定 的 。 方程 组 (3.2.1)、(3.2.2) 异 于 平衡 位 是 7+== 一 5, 侣 一 0 的 
性 何 送 动 将 其 有 如 下 性 夺 ， 当 1 王 十 co， 在 过 当 移 取 的 有 >0 下 ， 
人 一人， 了 一 5 
[证 明 ] 我 们 摘 定 证 明 这 个 定 显 和 的 基本 步 骏 ， 
' 1" 倍 晤 菌 数 
= [0 :0.0+h(s—r)’] 


可 建立 平衡 位 置 r 一 8s，@ =0 的 JIHnyHoB 稳定 性 率 实 , 在 控制 
{3.2.3} 下 据 方 程 组 (3,2.1)、(3.2.4) 计 算 浮 数 玉 的 全 导数 ， 有 


。 1 1 
v= lO-.00t Lo.0.0 


a 


+h(s—7) - (s—r) 
= . 0.0 +h(s—r}:(s—r) 
.OX werxsl 

ECs—r). (—OXxs) 


-< -~ a 二? 


2 出 函数 六 的 杜 质 得 知 ， 让 全 全 运 动 宁 在 任意 >0 下 ， 妆 
i 一 0 时， 有 人 一 0， 
3° 证 明 当 1 一 o9 时 有 ?一 5s 或 r 一 一 s。 次 际 上 ， 按 方程 (3.2.1) 
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求人 frXxsj :9.0 的 导数 并 利用 (3.2.3)、{3.9.4), 有 
firxs}y:80.0@l'=(rxXs)' -. (8. 0) 
+ (rxs).(0. 0) 
=[rx{(~wxs)]. (8. wm) 
rxXs): [I~—Ox8. w+Rrxs) 
出 foo，@ 一 0， 得 
0=(rxs). Rl(rxs) 
好 rfxsm0。 因 此, 或 者 7 一 8s， 或 者 TT 一 一 s， 
4" 由 平衡 位 置 7+ 二 5，@==0 的 .TIRAHYIOB 稳定 性 似 及 性 质 
(2)、(3) 得 项， 在 任何 上 >0 下 当 1 一 2 时 有 rs， 一 0， 
5 现在 证 明 ， 尾 何 异 于 方程 组 (3.2.1)、(3.2.4) 平衡 位 置 
Tr 二 一 8， 公 二 0 的 运动 ， 在 适当 选取 的 正常 数 有 下 将 趋 平 渐 近 条 
定 的 平衡 位 置 。 实 际 上 ， 我 们 如 此 选 上 ， 司 得 在 运动 开始 时 刻 厂 - 
埃 28， 其 中 6 为 ?=0 时 的 广 什 。 此 时 ， 随 时间 增 太 ， 有 有 2 一 
之 2k 一 了 oo。 由 (2)(3) 有 一 0，T Xs 一 0。 如 果 设 7 一 一 s， 那 么 
当 i 一 oo 于 将 及 一 2R8， 而 据 上 面 假设 这 十 不 可 能 的 。 因 此， 在 
这 祥 选 联 的 六 下 当 1 一 09 时 必 有 名 一 0，r 一 8，。 
注 1, 我 们 研究 方程 组 (3.2.1)，、{3.2.4) 让 控制 (3.2,2) 下 的 运动 。 如 果 函 数 印 = 


局 ,天 对 多量 句 的 分 县 是 灸 定 的 ， 并 电 当 台 隆 6 时 取 仙 信 ， 那么 类 似 于 定理 3.2.1 的 晤 
论 保持 ， 

注 2. 设 窑 所 研究 刚体 上 除 控制 力 短 外 还 作用 为 短 并 ，。， 此 时 方程 组 (3.2.1) 取 形式 

.+mxtm= H+ 

如 果 控 制 力 短 由 (3,2.2) 殉 定 并 满足 注 ! 的 条 件 ， 那 么 在 常 于 扰 作 用 下 稳定 注 成 立 ， 亦 
即 ,对 任何 &>0 及 8> 0、 对 不 周二 平衡 位 置 @ 一 0,r 一 一 ?的 任何 运动 ， 可 凡 搜 到 用 >0 下 
y >>0 使得 当 培 了 了 时 有 1 六 <e, 寺 2 一 1 之 3, 如 果 在 送 动 侈 部 时 间 t 汪 0 有 [226 [ <? 
的 话 。 这 个 绪 论 的 证 明 可 护 定 理 3.2,1 中 尖 似 的 步骤 来 实现 。 


现在 给 定单 位 天 景 seo 人， 以 第 速度 @o( 人 在 绝对 空间 中 转 
动 。 因 此 ， 对 于 所 研究 刚体 ， 该 矢量 将 以 角速度 名 ,一 外 转动， 
于 是 在 与 刚体 图 联 的 你 标 系 中 有 


$0=(00— OI Xs {3.2.5) 
，184， 


Er wi 


下 六 各 组 人 3. 2 0 使得 了 一 9 ,加 一 各 0， 


共生 > 世上 时 和 坦 居 革 际 榨 辐 玲 的 豆 和 类 证 ， 
设 
i (3,2.6) 
并 到 
本 {3.2.7) 
定理 3.2.2 说 六 注 倍 .2.1)、(35.2. 外 各 丁力 子 第 位置 ?= 
S80， 作 二 6 对 修了 名 之 0 海 花 ， nyiion 渐 近 稳定 铝 : 过 站 ,页 
于 任 休 不 与 平 衔 但 性 1 一 一 $80， 人 Q 王 0 可 于 全 部 运 开 ,可 指出 这 


术 的 BB 这 0 鸽 得 半 150 时 有 5 一 $0， 了 00。 
注 3. 研究 方程 如 地 2 1 了， 上 3 人 ,5 和 芋 答 市 fa. 的 下 过 运 区 。 切 有 本 数 到 1 一 


(9 一 0) 1 村 关 晤 一 如 分 撒 半 名 定 的 并 天 入 竹 , 部 到 类似 于 定理 3,2.2 
的 关 下 人 和， 
二 4 .在 解放 理 3.2.1 的 访 训 加 加 时 ,这 抹 方 于 该 汪 全 模 汪 -5 量 在 避 生 中 的 分 市 来 选 


束 ， 在 二 入 给 证 各 应 着 流 同 是 E， 控 删 让 演 尽 仿 上 师 于 质 民 辣 [ 斑 守 分 奉 的 。 这 是 在 斯 
本 究 情 形 中 的 必 查 芭 件 。 


注 3， 5 .如果 在 沪 程 侣 .2.1 中 还 作用 某 兴 汉 证 0， 那 冬 业 详 3 中 的 大 性 满足 对。 动力 平 
衡 位 置信 0， 名 0 在 常生 找 下 是 驳 定 的 ， 


现在 假设 ， 澡 要 如 此 定位 刚体 ,使 得 7=s 县 此 位 置 转动 被 
镇 定 。 

我 们 明确 规定 单位 矢 了 在 而 体 中 的 位 置 。 印 在 稣 就 亲 题 时 认 
为 7 沿 柑 性 宇 连 之 一 指 育 ， 或 在 动力 对 称 四 体 全 有形 了 或 者 在 对 称 
轴 上 或 者 在 自 直 于 该 连 的 平面 上 ， 

定理 5.2.5 方程 组 (3.2.1)、(3.2.4) 在 控制 (3.2.2) 下 ,其 
中 了 二 一 [@ 一 s(@ .8s)]， 上 其 窑 一 族 平 稀 位 置 r= 土 s,， 人 =%8， 
其 中 4 为 实 参 数 。 每 个 平衡 位 里 f=s，@ 一 As 为 Ta8nyHoB 有 
条 件 地 渐 近 稳定 的 。 方 程 组 (3.2.1)、(3.2 .全 在 这 祥 的 控制 下 不 
与 平衡 位 置 7 二 一 s，Q@= 二 1s 相 重 合 的 任何 运动 ,在 适当 选取 8 下 
将 趋 于 有 条 性 地 浙 近 稳定 平 换 位 置 之 一 ， 

2. 转动 运动 控制 的 相对 运动 动力 学 ” 现 站 转 宫 研 究 对 转动 
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运动 控制 的 相对 运动 动力 学。 

设 列 体 了 。 带动 动力 对 称 刚 体 了 + 的 系统 。 每 个 网 体 都 与 To 
联结 ， 使 仅 能 伐 与 刚体 To 周 联 的 轴 工 转动 。 并 假设 这 些 刚 体 的 
质心 在 其 转轴 上 。 此 于 刚体 系统 的 质心 相对 刚体 荆 。 有 不 变 的 位 
置 ， 慨 设 刚 体 了 。 以 利 速 度 品 绕 固 定点 转 惑 ， 此 固定 点 与 刚体 系 
质心 相 重 合 。 了 尼 时 运动 方程 组 (如 同 81.8 中 带 旋 转 飞 轮 的 刚 体 》 
为 ; 


刚体 系统 转动 方程 | 
6 .oo 十 中 X6， o 二 SCy(T9 ， 
+oxIP 1 )=M, | (3.2.8) 
被 载体 转动 方 各 | 
CAPst -9 G1 wD | 
其 中 ! 为 被 载 刚 体 数 目 。 


在 方程 组 (3.2.8) 中 6 是 刚体 系 的 惯量 张 量 。 当 出 体 荆 ; 国定 
时 ，Cj 为 刚体 了 的 轴 惯 性 甜 ，P; 是 刚体 了 绕 轴 I 工 的 转角 ， 
ME。 为 某 力矩 ，87 为 作用 在 刚体 ;上 的 力 给 在 转轴 TIT， 上 的 投 
影 。 同 上 面 一 样 ， 设 8 为 在 绝对 空间 中 不 变 的 笑 量 ， 而 7? 为 与 出， 
体 了 ,国联 的 和 拓 量 。 要 求 选取 94(i= 二 1,，…， 使 得 rs,。 用 他 
几 记 矢量 


= y gs 
了 到 于 


; 

假设 矩阵 呈 一 0 一 》CsJ1s1; 非 奇 异 。 这 里 用 了 表 记 对 1 的 转 
j=1 

曙 矢 量 , 村 


- * 
Q=M,—0 x0. 0— CioxIsp 


三 上 
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进而 认为 ， 拓 量 * 消 网 体系 某 悍 性 主轴 方向 ， 此 时 刚体 TT 被 
“控制 使 得 r 一 ss， 而 刚体 To 在 这 样 的 方位 下 和 切 定 运动 。 


定理 3.2.6 六 程 闻 (3.3.8)，(3.2.10) 音 这 制 (3.2."} 下 ,其 
中 
是 下 一 一 [和 一 sf 人 si]thrxs 
将 有 半 窒 位 置 


r=S, OO=As, Pi—=tonst 
每 个 这 样 的 平衡 位 置 册 对 变 基 > 和 四 将 是 有 条 件 地 渐 近 稳定 的 ， 
ra 一 5 
因此 ， 每 个 不 与 一 一 s，ow 一 As5，% ;二 const 相 重合 的 运动 ， 在 
适当 选取 下 >0 下 将 具有 性 质 ， 当 ;一 sc 时 ,rs,@ 一 2s。 因 此 ， 
参数 1 的 值 相应 于 每 个 这 洋 的 运动 。 


$3.3 刚体 系统 的 控制 


1， 问题 的 提出 ”本 节 研究 用 自动 机 (工作 机 ) 控 制 问题 ， 从 
力学 观点 看 来 自动 机 是 彼此 相 联 的 刚体 系统 ,指出 控制 结构 ， 用 
以 解 自 动机 运动 的 协调 与 镇 定 问题 。 

我 们 将 认为 ， 昕 动机 以 彼此 相 联 的 刚体 系统 形式 给 出 。 设 
Tu 为 此 系统 的 其 个 刚 迟 ， 另 外 一 些 列 体 了 ; ，7Ts，…， 了 nm 与 其 
相 联 ， 并 且 了 * 可 自由 地 绕 点 Os 转动 ， 该 点 固定 在 刚体 了: 上 
或 者 在 刚体 了 上 人 一 1，…， 纪 。 与 了 相 联 的 这 种 刚体 链 可 以 
有 好 几 个 ， 它 们 可 以 分 叉 而 构成 树 形 结构 。 

自动 机 运动 的 协调 和 镇定 问 题 用 下 述 方 法 建立 。 设 在 每 个 刚 
焚 上 给 定 正 交 基 。 例如， 单位 和 所 ?i 不 变 地 与 刚体 了 相 联 。 设 在 
- 对 空间 中 给 定 正 交 基 ， 与 rs 相应 的 为 8，。 

村 求 建立 控制 力 宅 ， 此 力矩 作用 在 系统 之 刚体 上 使 得 当 二 
co 时 ，rs sz， 并 使 光 运 动 为 JHAIYHo3 党 义 下 蘑 定 的 。 

2 问题 的 解决 设 2s 为 点 O04 的 绝对 速度 ，@ ,为 刚体 T， 
沟 绝 对 角 巡 度 。 此 时 运动 方程 有 形式 


= | 站 全， 


8;- storXOs ‘OpTFADEX (VEOrXVE) 
~ BM, (3.3.1Y: 
(R=0, 1, +, 3) 
i 四 sO XCFOXPetox (OxP)}=F 
{R=0, 1, +, pn) (3.3. 2) 

其 宁 A 和 3 分别 为 刚 全 Ts 的 轩 量 和 村 点 Os 的 供 晤 张 吓 
Ps 为 刚体 个 ; 的 质心 对 点 口 : 的 拓 熏 ; 长 力 的 主 矩 ， Ms 为 
必用 在 Ts 上 的 为 对 点 Or 的 抵 。 求 导数 是 在 与 出 体 了 x 二 联 的 党. 
标 系 中 进行 和 甬 。 单 位 笑 sr 得 对 同体 Tk 以 向 玉 度 一 力克 ， 由 
此 有 


SS {3.3.3) 
对 于 自 芒 和 亿 中 的 盐 仿 注 世 可 本 思 汶 位 胸 汀 种， 
定理 3.3.1 设 
NTPs XU EOrXU) Ortirex ss 
(R=0, 1, +. A (3.3.4) 


混 峙 方 在 组 (3.3.1- 一 (3.3.3) 在 (3.3.4) 下 将 右 积 分 流 形 
和 一 士 S5，Oz 一 0，R 一 0，1，…，1#。 关 县， 如 果 这 到 不 处 于 这 
些 流 形 上 ， 那 各 必 有 在 充分 大 汐 系 靳 和 下， 当 六 > 有时，S8 一 
Fo， 人 5 一 ， 和 而 流 形 二 Sy(R 二 0，1 ef) 9 一 0 对 变量 
Oy，Sh 为 1AHVHOB 渐 近 程 定 的 ， 
现在 慨 定 正 问 甘 sx 在 实 闻 中 政变 自己 网 位 结 。 为 瑚 定 直 网， 
认为 正 交 基 sx 为 以 角速度 44 在 绝对 空间 中 转台 的 基 坐 标 系 的 单 
位 和 关 。 这 时 sx 相对 刚体 了 以 角速度 C46 一 外 上 转动 ， 而 因此 有 
S p= (he Or) XS, (3.3.5) 
定理 5.5.2 设 
一 PX (Veo XO)— Oe Xp) 
FaeXB, Oetire Xs (3.3.6) 
此 时 在 方程 组 (3.3.1)、(3.3.2)、(3.3.6) 中 在 控制 (3.3.6) 下 ， 
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基 一 函数 ， 需 要 对 册 画 数 的 衰减 找到 最 佳 控制 。 央 (C3,3.3) 对 (3. 
3.10) 求 导 ， 我 们 有 


-=pM. 十 4 到 十 ra ， 


由 此 得 知 ， 最 佳 柱 制 出 以 下 公式 给 出 


Hp | 站 
于 一 一 -Mr 一 一 -一 
| 四 | " }oj |o| 
(3.3.11) 
其 中 [wl 一 pg 十 gq 十 7 


出 此 得 知 ， 在 控制 (3.3.11D 下 ， 转 动 刚体 前 动能 以 最 大 可 能 
方式 减 小 。 

我 们 来 解释 系统 (3.3.8) 在 控制 (3.3.1 和 下 的 运动 性 鸡 。 为 
叱 ， 据 (3.3.8) 存 控制 (3.3.11) 下 求 沙 数 的 爹 导数 ， 我 们 有 


= 一 f 人 | 


置 六 二 PP?/2， 由 此 得 
= 一半 名 | {3.3,.12) 
我 们 信 计 (3.3.12) 右 边 的 上 、 下 痕 。 这 时 寡 


rt dp 下 


一 一 二 


四 《3.3,.13) 
这 里 筷 崇 疏 伺 上 生 注 足 其 系 
AZBEC 

注意， 不 等 式 13.3.13) 在 这 样 意 交 下 是 准确 的 ， 笃 号 (无 论 右边 
还 是 左边 ) 对 某 些 运动 一 定 实现 。 积 分 不 等 式 全 .3.18)， 我 们 得 
到 

Pet pp pot (3.3.14) 
设 To 为 转动 运动 终了 时 间 ， 此 时 由 不 等 式 (3.3.14) 可 确定 


" 1901- 


re | 全 ， vB] (3 .3.15) 


定理 3.5.5 控制 人 3.3.11) 相 对 于 动能 衰减 是 最 佳 控制 ， 在 
此 往 制 下 ， 转 动 运动 被 归 制 在 区 间 1€[90，7T6。]， 而 后 在 1 二 760 时 
完 爹 消失， 而 7, 值 用 关系 (3.3.15) 售 计 . 

注 ; 在 确定 控制 43.3.110) 时 .利用 前 速度 在 关联 轴 寺 的 投影 。 

这 些 投 影 的 确定 侈 在 以 下 情形 是 可 能 的 ， 当 在 组 成 传感器 时 
相对 上 七 述 轴 有 角速度 的 传递 . 

我 们 分 下 没 育 上 述 八 感 器 的 情形 。 但 已 类 绝对 空间 中 前 基 些 
矢量 总 和 杂 ， 并且 有 可 测量 它 在 关联 轴 上 投影 的 公共 、 情 乞 ， 多 
量 久 及 条 请 入 党 各 下 不 动 天 体 的 正 诡 基 。 

设 访 一 SxX 击 ， 这 时 绝对 轴 在 关联 轴 中 刚 广 向 余 a4; 出 下 
式 确定 : 


一 1 2 
EL 
FS madiftnny (i, j=1, 2, 3) 


iw | 


其 中 


H SS:H 
一 [ror 一 _ 
oS ry rsiHl 
“一 扳 " 农 示 在 关联 高 系 中 矢量 的 投影 ， 不 带 " 一 搬 " 的 表示 在 坊 对 
举 标 系 中 的 投影 ,使 得 不 带 “ 一 扩 " 的 绕 标 率先 已 知 ， 而 带 " 一 撤 ” 
的 坐标 在 关联 系 运动 过 程 中 得 以 测量 . 


绝对 猎 系 相对 苏联 坐标 系 的 正 交 基 将 以 前 还 旗 一 媚 转 列 ， 因 
此 
der 
-1 =— Xd 
das __wxa (3.3.167 
df ? I 
| 
C0 xa | 
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| 将 (3.3.1) 分 别 左 天 冬 类 景 4，as:，03， 并 将 记得 结 
加 ， 我 们 得 到 
dxarta xastady xas——[ax (xo) 
+ x{wxa Fas x (wxas)] {3.3,17) 
应 用 大 量 分 析 公 式 于 (3.3,17) 六 和 注 写 表 
OO=a, (0: a ta(o tate 03) 


我 们 得 到 


a {1.7.1£8) 
出 此 得 常 ， 最 佳 拌 遇 人 ,3.1 人 和 庆 乞 基 形 式 下 可 支 为 
MYA Td Xda Xa,) 《3 2319 


[IH Xa Xd ta Xa, | 


的 郊 寺 和 宰 太 可 从 台 前 去 达 式 代入 (03.3.19) 
， 我 位 便 生 下 1 可 一 心 闪 渤 的 居住 控制 ， 开 控 制 用 位 畦 各 制 的 两 


和 


现在 证 定 让 训 宇 福 量 人 入 呈 的 情形 ， 革 法 为 
Ta [zr, lay [Ep, li Ey (3.3.20) 
然后 在 之 他 对 动能 宫 减 的 最 全 从 制 。 出 公式 
dd 


Erik 十 ai 十 ri 
我 们 求 得 最 佳 控 相克 形式 
于 一 一 2SgnP，.yr 一 一 ?sg 他。 一 一 2sgnr 
(3.3.21) 
我 们 研究 方程 下 人 .3.5 在 控制 (3.3.21) 下 的 性 状 。 为 此 ， 据 
《3.3. 的 在 此 和 控 呈 下 计 党 动能 的 全 导数 ， 我 们 和 公 到 


T 
db 


dr 一 —pi pt 1-t!rl) (343.3.22) 


dp __ rv{i pl 4+ lal+lri) 
d= 2 (3.3.23) 


我 们 米 倘 计 (3.3.23) 的 右边 。 窑 易 春 由 
{ol |pl+ lal+ hl Il 3 
玉 一 六 而 ， 在 
lo lv A PE lowG 
因此 ， 人 而 人 ,3.23) 竺 蔓 让 等 式 


DA 。 2 
3 (3.3.24) 
| 1 YC 
有 1 人 下 不 各 守 必 ， 
fp 3 {tt 
Po 


设 T ,为 转动 终 了 阿 疝 ， 下 时 个 上 述 不 等 记得 知 


_ Po A PowC | 
WE PIF -一 | {3.3.25) 
定理 3.3.4 如 果 控 制 力 和 扯 有 腿 们 (3.3.20)， 那 么 使 态 论 话 
减 的 最 佳 控 制 由 公式 (3. 3.21) 懈 定 。 在 此 控制 FF 转动 运动 亡 减 ， 
而 后 在 t=? To 时光 全 消 兴 ， 并 有 内 时 间 7 满足 关系 [3.3.25)。 

注 ， 控制 (3.3.21) 在 网 和 朱 中 质量 任意 分 布 时 都 使 转动 送 动 消 上 要 。 挤 宫 之 ， 这 种 控 
市 ， 正如 定理 3 3 3 中 驾 遇 的 那 社 ， 使 系 婉 动能 式 最 赤 洒 舱 方 式 冰 失 而 坏 依 下 于 阿 体 的 
惯量 张 一 。 但 是 动能 守 全 请 和 失 的 时间 依赖 于 土 民 性 中 和 到 能 的 初始 值 。 控制 人 .3.21 
属于 所 请 儿 志 器 控制 奖 。 在 此 引 岂 的 公式 中 ， 它 该 未 于 锅 违 度 在 关联 锁 上 的 更 出 ， 坦 
基 ， 站 上 所 述 ， 这 些 控制 可 用 另外 一 些 可 训 用 的 县 ， 合 如 兵 医 3 利 吾 求 表 示 。 


偶 航 衣 、 以 仰 佣 和 倾角 山下 式 确 定 


民 好 
:=a2rc co 一 -一 
ai 十 Gis l—4ais 
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- . ‘ie 要 1 
< ai 十 Ga AAA 1 一 413 
y=arc CO8 -人 2 一 grec cos 一 2 
一 一 一 -天 一 一 站 
wail 十 ais 1—ars 
避 
= CD 一 -一 > 
22 3g 


沿 偏 航 衣 、 储 仰角 和 和 做 负 的 角速度 用 角速度 在 关联 轴 上 的 投 
影 宕 示 为 (图 3-1) 


> 1 
及 一 688 (gq cosy—rsiny) 


=rcosy + gsiny 
pp— tg (ocosy —rsiny) 


出 咒 及 上述 公式 ， 控 制 G3.3.21) 可 写成 形式 
Ms=~rSgn(y+ $sing) 
My—=—rSgn(0siny+ %cos8 CoOgS? | (3.3.26) 
于 一 一 2SgnfBeos?y 一 pcosO Siny) 
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旬 此 王 知 ， 它 与 对 欧 能 半 和 这 拼 攻 二 到 天庭 荆 下 时 园 的 上 限 
值 相 重合 。 

定理 3.3.5 引 于 方程 吕 人 3. 妇 定 的 控制 才 算 由 公 式 〈3.3， 
2 滑 么 转世 本 在 时 癌 ， T= (pVE 内 消 灾 , 贡 中 

Po Ap 十 有 人 二。 这个 入 和 十 信 动能 以 量 太 可 能 
让 和 全 下 所 得 全 全 畏 说 训 2 的 琶 必 值 。 

证 ， 控 测 43 .727)，1 的 滩 制 ， 可 甩 居 量 S 和 地 
在 绝对 系 和 关联 水 吕 1 


§83.4 在 位 形 空间 有 和 棚 空 间 中 的 控制 


这 一 节 研 究 将 力 堂 系统 引咎 位 形 空间 中 痊 定 位 置 的 控制 问 
题 ， 并 证 明 这 样 的 控制 可 供 及 用 被 载体 寡 对 载体 的 运 融 而 吉 起 的 
Coriolis 为 和 相对 惯性 力 来 实现 ， 

1， 广 六 力 的 结 梅 问题 

(1) 将 力学 系统 引 高 位 形 空间 中 的 给 定位 置 。 首 先 研究 稳定 
完整 约束 情形 . 设 给 定 受 有 稳定 完整 约束 的 力学 了 系统 ,此 系统 有 
个 自由 度 。 因 此 系统 的 每 个 位 形 相应 于 量 91，…，94 的 完全 确定 
的 集合 ; 反之 ， 每 个 这 些 避 的 集合 相应 于 所 研究 力学 系统 的 完全 
确定 的 位 形 ， 

对 这 光 力 学 系统 的 第 二 类 Lagrange 方 程 有 形式 


Gl (3.4.1) 
其 中 ! 为 系统 的 动能 ， 它 是 量 gr，…，da 的 正定 二 次 形 ， 而 二 次 


撒 的 系数 是 g，， 机 9# 的 函数 ， 量 Q1， ns Q 5 为 广 尺 力 。 
所 $3.,I 中 引出 的 力 场 规则 结构 定理 ， 这 些 函 数 可 表 为 形式 


Qs=2 + (j=1, 1 hb) (3.4.2) 
dy 
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其 中 函数 Rj(j 二 1，…， 各 乃 基 管 其 场 的 分 量 (也 称 之 为 陛 螺 
力 /。 这 个 场 的 物理 性 质 在 于 它 不 作 功 ， 邑 


下 
人 (3.4.3) 
六 一 人 


假设 范 数 和 弄 R 0 一 1 向 可 拔 量 和 全 的 阶 展开 
为 级 数 ， 使 得 


共 中 下 司 和 和 中 天 为 对 最 ，…，9 的 机 次 齐 次 形 。 耐 这些 形 的 系 
数 是 量 9;，… ,#4 可 能 还 肝 间 + 的 已 贡 i 盾 数 。 
进而 假 设 


下 er 


io— pa P= YP™ 
I 


j= 
其 中 p;=—. 


这 里 用 PY 走 记 带 已 知 常 系数 的 、 对 呈 gi 一 ?1 呈 ，Qx 一 Fe 的 mx 
次 形 。 
于 是 ， 方程 组 (3,4.1) 有 形式 


一 =1, "=, 已 
df dg: d9; 045 Es 0 ) 


{3.4.5) 
定理 35.4.1 如 果 


(9) 东 数 矿 对 量 ，…，&r 是 质 定 的 
(8) 了 一 PSg，…，96 对 证 gr 9xzr 是 正定 
- 前 ， 为 确定 起 见 认为 二 次 形 PP 是 正定 的 ; 
那么 方程 组 (3.4.5) 有 JISY7HOoB 意 义 下 的 渐 近 稳定 平生 位 置 
2 一 1 一 0 
其 次 研究 不 稳定 完整 约束 情形 。 却 果 系 统 所 受 约束 为 不 稳定 
* 198.， 


(@) 庆生 -0 gi 
的 居留 城内 为 


pp 佣 5 可 妈 ” 全 
一 豆 半 办 的 


1 
1 TT FE 四 加 人 
《 - 一 A FI : 人 Ui rn 
加 中 rh 是 了 四 1 
C0) 一 A ss ORT TE 


浊 友 在 疗程 汪 (3.4, 200 在 广 记 入 3.24.7) 交 
YH0B 总 六 下 浊 说 富国 主 稀 位 党 和 二 fr1 
‘0 

证 ; 在 大 六 下 布 站 3 Ti， 下 系统 本 
的 ) 义 大 可 各 于 组 典 ， 使 它 让 玉 
和 而 在 不 总 定 约 来 情形 ， jp 题 前 广 久 与 六 
等 性。 国 蛤 ， 痢 力学 又 统 下 洗 攻 定位 形 坟 [全 
区 广 六 为 磊 一 般 箔 形 下 是 不 站 站 的 ， 


(2) 现在 转调 广 让 力 前 铺 攀 ， 二 广 训 万 训 , 介 


守 问 中 过 波 到 给 甜 的 陆 时 间 室 化 的 位 竖 
g =rs(N) (j=1, 1 


征 万 穆 组 (3.4.1391 帮 六 六 于 村 迹 撤 


一 7 - fs 
Kj Ry 


我 们 闻 


2 _ 本 
Ez 为 对 人 本 


请 区 于 计 交 站 
这 时 (3.4.1 到 崩 


1 并 对 于 


按 下 述 公式 确定 广义 力 
E={(Q, *, Qo = (gradG)*+R 


* 了 站 


加 区 
村 + f=- _ 
N; 下 二 人 vi 
‘rp 站 | 一 个， 


1 a 1 


六 沾 守 便 福 上 竹 ， 


I 2 i 
这 齐 i" 2! | 土 


2 和 + 


2 A = 
EE 


ss 


《3 .4.11) 
:全 彩 ， TO TR 


(3.4.12) 


《3.4.13) 


gradg 一 人 -25 ， as | 


OX Ox 
R=tR, 四 RE), x* 民 一 9 (3.4.14) 
d= YP™ 

Tl= 1 

3 
1 4. “0 2 | 
Pla Pte) ot 4 
六 了 有 1 | 
A 0 . 了 .1 
F 六 二 (3.4.15) 


其 中 &j 为 线性 形 T 的 系数 。 慨 定 记 Cm 二 93， 和 六 人 对 
3 是 齐 次 形 ， 0 


— "ny 
P= DP (3.4.16) 


冰 数 PP 中 汶 带 诅 系 数 的 ，#1，-…，Xs 的 齐 次 形 。 

定理 3.4.5 如 有 果 满 是 下 还 条 性 

(9) 给 阵 有 (fi 十 在 三 9 0 
的 荣 邻 域内 是 正定 的 并 与 4A4" 一 起 对 f 一 致 有 蜡 ; 

(8) 二 次 形 亚 全 对 zx ，…，xx 是 负 定 的 

(c) 二 次 形 P'*Y 是 正定 的 ; . 
那么 ， 在 方程 组 43.4.1 中 有 有 .any7HoB 意义 下 渐 近 稳定 的 动力 
平衡 位 置 fy 二 ry (D4 二 站 《一 1， 和， 站)。 

注 ， 使 力学 系统 过 渡 到 给 算 的 运动 位 形 的 广义 方 结 均 ， 在 一 
般 情形 下 ， 是 依 束 于 慢性 特性 的 。 

2， 控制 力 场 的 壮 攀 问题 

(1) 现在 研究 确保 力学 系统 过 滤 到 给 定位 形 的 控制 力 场 的 结 
转 问 题 ， 在 控制 刚体 转动 运动 的 情形 ， 这 个 间 题 的 解 基 于 利用 
Coriolis 力 和 相对 运动 惯性 力 。 这 种 用 法 也有 效 记 应 用 于 一 般 情 
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形 . 
假设 给 定 的 力学 系统 是 载体 ， 与 载体 关联 条 夺 点 系 ， 它 相对 
载体 有 相对 运动 。 似 小 这 笠 得 到 的 联合 力学 系 往 受 有 约定 2 
而 用 广 训 要 稀 i 9p S11 31， 2 
设 系 统 受 有 稳定 完整 线 玉 ， 动 能 慌 开 


T= Td AGtg" Bt Cs (3.4.17) 


对 此 系统 的 Lagrange 方 程 本? 守 谎 形 汪 


.46 十 五 Sm 一 于 (C3,.4.18¥ 
Cs +B* ot ot (3.4.19) 


这 里 
= (1, 0, es, Sts1, *", 81) 
M=(MI, , My), U=(U,, 1, U) 
型 1，… 和 为 与 坐 标 &41，… 和 82 相应 的 广 闵 万 ， 世 ，…， 也 举 
与 公 标 ?: ，…，8sr 相 应 的 广义 控制 万。 

这 些 广义 控制 力 需 如 此 选取 ， 以 使 原始 力学 系统 取 给 定 的 位 
形 。 矢 量 责 数 和 和 五 的 分 量 是 对 4 和 的 二 次 形 。 这 些 汞 量 满 足 闫 
系 

和 下 十 三 一 

定理 3.4.4 假设 满足 下 列 条 什 

(9) 二 次 形 {3.4.1) 在 广义 举 标 的 任何 选取 下 都 是 正定 的 : 

(68) 矩阵 召 的 行 线 性 独立 ， 害 抵 隆 4 仅 依 束 于 广 闵 举 标 有， 
ns 

(ef) U=B*U ,十 站 ,其 中 

Uo=[BC-1B*]-LM + BC-Is—7 
tA—BC1B*) A T(x —F)] (3.4,20) 


当 5 一 0 时 ，7o 二 ,矢量 获 数 下 按 公式 一 {Q4…， 人 Q;) 确 定 ， 而 
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广义 办 龟 y 满 足 条 件 (3.4.2)、{3.4.3)、(3.4.4)， 其 中 六 为 量 

的 名 二 深 形 ， PP 海量 和 一 ?1 ，4 和 一 fs 的 正定 江 
次 形 。 这 时 ， 在 满足 条 件 BE 二 0 的 广 闵 力 的 任何 选 攻 下， 在 方 
程 组 (3,4.18)、CG3.4.1) 中 于 积 分 流 形 9 二 fry， #1 二 人 9， 了 二 1 
…， 上 方程 组 (3.4.18)、(3.4,19) 分 布 在 此 积分 流 形 圭 的 每 个 运 
动 对 于 量 gy 一 ?yjy， 外 /A7 二 1，"…，) 是 浙 近 稳定 的 。 

《2) 现在 转调 控制 力 声 的 结构 ， 开 力 饭 确保 力学 系统 过 渡 到 
随时 间 变 化 的 位 形 gj 一 ry(1) (j=1, ,ky), 

在 叱 情形 我 们 认为 原来 的 力学 系统 和 被 载 的 质点 系 受 有 完整 
的 ， 稳 定 的 或 不 稳定 的 约束 。 这 时 对 二 次 形 人 .4.17 需 添加 对 
4，s 的 线性 项 和 上 导 由 项 。 

在 动能 表达 式 中 作 广 义 坐 标 蔡 换 


Hy xy 一 到 ;一 了 (j=1, ,hk 


对 #%y 组 成 二 次 形 的 项 记 作 2 ， 一 次 形 项 记 作 ,而 让 由 项 记 作 


(0) 
人 昌 


所 研究 力学 系统 的 运动 方程 写成 形式 
da 37 . 
di13y 99 A Gl, A) | 
4 07 _ a ) | (3.4.21) 
didss dss ‘ ’ 


定理 3.4.5 各 条 于 全 下 述 学 件 
(a) 息 阵 .4 贡 -FW 在 上 一 10， 
"，Fs 二 9 的 某 邻 诚 内 是 正定 的 ， 并 县 与 4" 一 起 对 ft 和 si， 
ss 是 一 致 有 界 的 ， 
(2) 广 广 控制 办 满足 关系 
局 一 是 * -Fi 
其 中 


Us,= [BC-1B*]-1T B14 BC-!Y 一 1 


RE] 
Ea 


十 (4 一 5C-1Bx)4-I( 人 一 已]] 
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q+ lsPa'Pz+l Pa: Pxeli PG+P. Py 


(3.4.24) 
站 。 
六 一 (Pi 人 -LT Pia:PzsT, Po Px—T PlG+eradWy. 
(3.4.25) 
在 控制 (3.4.95) 下 ， 方 程 (G3.4.24) 取 形式 
gqg=—pradHW [3.4.26) 


二 

站 ~{ I 二 i 大 dP 上 
E | ， [| 革 名 小 区 ， Flt- Oi ， 
其 中 WG ft 为 线性 之 3 4 
到 沪 和 有 的 二 次 形 。 如 毕 开 全 这 为 贰 定 的 ， 而 盯 数 卫 和 
海 484， ，94x 的 正定 形 ， 奢 各 方程 组 C},4.26) 将 有 渐 近 稳 定 解 
二 0。 册 上 得 知 ， 在 方程 弓 (3 ,4.23) 中 旧 训 动力 学 可 控 柱 ， 而 性 
和 何 动力 学 位 形 在 本 定 球 条 御 浇 是 下 是 激 近 禾 定 的 。 

注 : 在 定理 3.4.6 的 条 件 满足 时 ， 非 线性 方程 组 (3 .4.22) 世 
是 动 万 营 可 控 的 。 尾 条 动力 学 位 形 也 是 渐 近 稳定 的 。 

动 方 党 可 控 性 ， 一 般 说 来 是 控制 系统 的 得 强 性 质 。 在 各 种 不 
同 问 题写， 动力 学 可 控 性 质 实际 上 可 用 “简单 "控制 的 较 弱 性 质 来 
替代 ， 

假设 在 位 形 空 间 中 给 定 载体 的 两 个 位 次 ,和 初 位 置 90 和 末 位 
办 gq'1'。 要 全 载体 在 给 定时 间 [9，T] 内 出 位 置 4% 过渡 到 位 局 
oD, 

光伏 的 问题 可 在 载体 的 相 室 间 中 提出 。 即 ,与 初 . 末 位 置 六 
和 gq" 一 起 还 给 出 初速 度 全 中 和 未 速度 9 

首先 研究 对 线性 系统 的 这 种 程序 运动 的 构造 问题 。 设 待 求解 
存在 。 这 时 解 可 写成 形式 

x 一 了 ;xs 十 Ya 二 | Yt, PIIG+PoU]ds 
必 
(3,4.27) 
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将 人 .4.27) 左 采 抵 阵 三 ， 得 到 
gloY ro tlsY stert | TV, TPiG+EU A 
(3.4.28) 


在 (3.4.28) 中 置 ! 一 了 ,gqg(7T)==g 站 ， 洛 用 (7) 去 记 ToY 了 (7 7) 
XxX 了 Pa:Ps， 我 们 求 得 控制 为 


l=B*C+Y {3 4.29) 
这 和 里 广 为 满 跨 条 人 
{BVa:=0 
用 
药 控 制 。 进 谢 ， 置 
4=| .85 


于 是 我 们 有 
人 一 了 7 (TxotlyY (Tot AC 


TT 。 
十 | Pr(7， TIPi'GdrT (3.4.30) 


定理 j.4,7 如 困 钴 阵 有 4 非 言 异 ， 那 么 于 点 系 可 由 位 形 空 间 
中 的 任何 位 置 过 渡 到 另 一 任何 位 置 ， 也 再 自 棚 空间 中 的 任何 位 置 
过 渡 到 相 空 间 中 的 男 一 任 休 位置 。 因 应 看 在 次 再 这 种 过 渡 的 控制 
集合 。 

此 定理 的 证 明 可 由 公式 (3.4.30) 得 到 ， 因 为 如 时 给 定 xv 得 
斌 o， 这 个 公式 唯一 确定 矢量 4'1。 

如 果 巡 阵 4 是 奇异 的 ， 那 么 可 利用 矢量 so 和 so 来 控制 。 

4. 拟 线性 系统 的 控制 ” 当 没 有 动力 学 可 控 性 时 ， 非 线性 系统 
中 程序 控制 和 程序 运动 移 构 造 问题 是 非常 复杂 的 。 上 面 引出 的 定 
理 可 用 下 述 方 法 对 拉线 竹 系统 加 以 收 写 。 

研究 拟 线性 系统 
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Pors Pst+Px=G() PU AF {t,x ,2) 


(3.4.31} 
我 们 有 下 述 定理 。 


定理 3.4.8 划 黑 证 访 4 非 奇 异 ， 闭 么 对 于 扯 空间 各 位 形 空 
说 的 任何 育 限 域 可 找到 一 个 数 4&6 六 0， 使 得 当 |#| 过 46 时 存在 控 
市 ， 此 控制 使 系统 由 任何 指定 的 位 置 过 小 到 分 布 在 针 指 区 城 上 的 
六 一 任何 位 略 ， 

[证 明 ] 实际 上 ， 如 果 方 程 (3.4.31) 的 竹 求 解 刘 在， 那么 它 
必定 满足 芝 系 

一 
+ TYTN Pi GHAF) dr (3.4.32) 

加 果 求 得 函数 g'! ?对 矢量 CC 分量 约 JacoBi 行列 式 ， 并 在 4 一 0 
甘 计 算 它 ， 那 么 它 必 与 引 阵 4 的 行列 式 相 重 合 。 这 香味 着 ,等 
式 (3.4.32) 确 定 矢 量 忆 作为 参数 上 的 隐 通 数 。 轩 拌 地 ， 这 个 笑 
量 确定 待 求 的 榨 制 。 


习 是 
1 .您 
”Sint,cost, 由 A 让 1 
F (1,X)=; —2008t, sint,0 ， 
0, 0， 1 AN 


Wt, X=X*F{t,X) 


试 按 定理 3.1.1 找 到 函数 六 (仿生 ) 以 及 反对 称 矩 卡 书 。 

2. 设 质量 为 1 的 质点 在 势能 下 =F(x，2) 作 里 于 在 平面 xy 
上 运动， 并 受 有 多 训 8 一 六 。 设 约束 反 力 分 量 Rr ,Ry 满足 条 储 
民 c 千 尺 才 一 0。 试 确定 够 束 反 力 Rz ,Ry 并 证 最 系统 有 积分 


* 有 人 了 


Fe Vx, y) const 


3. 已 知 某 系统 动能 为 了 一 了 mm( 生 十 强直 辑 )， 广 义 力 为 


总 :一 一 人 101 十 ida 十 有 isda 二 er 二 Cuacds 
十 Clis9qs+ 十 9 上 szSint 十 Csdscost 
Qs = {8,101 十 Ra 2s 十 R33 十 C2 1191 二 Cys 


十 C2aqst— 9g2d1Sint gos 


3 = 一 4Rs191 十 户 3295 十 志 3 393 十 Ca191 十 Cas02 


TCsagat— gC08t 一 2 


并 且 书 数 Bij=Rji cf 一 Cjyfo 这 性 方程 条 成 及 蕊 


ear aT 9 5 


Ey: 


dfayr D9; dg 
并 求 出 形 妈 沦 二: 本。 


势能 为 == 二 493， 广义 力 为 


=1 


业 
位 了 一 一 8 一 和 7 十 人》 Priddy 
+=1 


《7 一 1， 2 3) 


Co, Uy 人 


(yyit= yi) 


试 利用 定理 3.1.5 证 骨 平 衡 位 置 qj 二 60, j= 二 0 对 检 标 是 稳定 


的 . 
5. 试 诈 王 言 寻 组 


“也 0 和 


和 .可 十 外 xD 一 3 (1) 


sOxs (2) 
在 控制 力 关 
M=—wFs(o.s) +hrxs (3) 
下 ， 仅 治 
rrom0 {4) 


革 洲 月 平衡 位 置 + 二 二 353， 避 二 855。 期 困 潮 体 为 对 称 风 条 ， 而 r 
在 对 称 轴 上 .那么 ( 习 得 以 满足 ， 斌 让 之 。 
6, 语 由 方程 (3.2,8) 和 和 方程 
:I 
导出 关系 (3.2.9) 


、 as -Te Ht 
7?. 设 衣 学 入流 条 记 二 炎 Lagrange 并 徐 注 


91 =— (gr71)— 21 十 一 3 

Ga = (gs —r2) 2 1 十 和 3 

G3=— {gs—r3) 2 二 i 一 
试 证 问题 满足 定理 3.4,1 的 全 部 每 件 ， 因 此 平 窒 人 村 gri， 
02 一 ry， 和 3 二 1 了 3 下 二 一 0 为 JLU90VY HOB 新 近 税 刁 汐 。 
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美 T4] 本 

Lagrange 办 学 这 问题 的 理论 与 方法 涉及 到 人 恼 征 分 方程 组 的 
可 积 性 条 件 、 靛 分 形 运 工 、 微 分 流 形 、 痊 流 形 等 数学 知识 。 在 这 
一 境 轩 ， 我 们 介 锰 记 问题 的 大 和 ,主要 取 烤 于 5antilii 的: 
书 551 。 


S$4.1 Newton 系 统 的 基本 形式 
和 运动 学 形式 


1. ”Helmholtz 条 件 设 力学 系统 的 位 形 出 个 广义 坐标 
9 多 二 1， 呈 ，9) 来 确定 ， 考 虑 由 ss 个 方程 组 成 的 二 浴 常 微分 方 
程 组 


Flt,q,9, 9 = P(t, ,n,Q ,dl ,eG", Gl, 9") =0 


其 中 
d= ， 了 {4.1.2} 
分 别 为 广义 速度 和 广义 加 玉 度 。 
定义 4.1.1 和 抵 际 
9 
at 、| .30 .99 | 
| | (4,1.3) 
29 0g 
称 为 方程 (4,1.1) 的 函数 个 阵 ， 
”定义 4.1.2 如 果 函 数 行列 式 
I | 一 CRs9+I) (4.1.4) 
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在 点 (1 ,9,9, 9 的 区 域 玉 sr+l 上 除 限 个 扳 训 点 以外 处 处 非 
零 ， 就 称 方程 组 (4.1.1 为 规则 的 。 否 则 ， 称 为 晓 伦 的。 

所 谓 二 阶 常 微 分 方程 淖 人 .1.1) 的 白 伴 随和 茶 件 就 是 Helm- 
机 oltz 条 件 ， 


六 AF 
9 (4.1.5) 
od9 D9 
Fi ofr vd ar 3 dF* 
9 AG di =- tt 
dy 39 ag 
(4.1.8) 
9 Ors = | d oF. za 
无 E 2 
dg 9 tidt Pp | 
1 二 ai dF, 
zai 3 全 ) (4.1.7) 


它们 在 点 (1,9,9,9 ,9) 的 区 域 Bat+l 上 必须 处 处 满足 。 

_ 定理 4.1.1 7 一 规则 二 阶 常 微 分 方程 组 在 点 (ta， 
4 ,9 ) 的 区 域 Rn*1 内 为 自 伴 随 的 必要 和 充分 条 件 是 条 件 (4.1， 
5)、(4.1.6、( 人 .1.7)? 在 总 52+1 内 处 处 满足 。 

2 基本 形式 的 自 停 随 条 件 将 Newton 系统 写成 基本 形 


式 
十 BC 的 一 0 » (4.1.8) 
AA, BECYOR +t) | (4.1.9) 
LAys) CR?*+1) #0 (4.1.10) 
现 册 Helmholtz 条 人 忻 (4.1.5) 一 (4.1.7) 导 出 方程 人 .1, 信 的 
人 D 根 同 指标 表示 来 和 。 


TS = 


自 华 随 条 件 ， 
条 件 (4.1.5) 现 在 引 襄 简单 条 忻 
全 《4.1,11》 
条 件 人 4.1.7) 的 左 问 不 售 e ， 困 眶 右 闫 9 前 的 系数 作为 零 ” 


各 
AP oF i 
Idd g* gag* 
从 此 . 
OAit ddsn 4.1.12) 
297 一 Do 《 a ll, ) 


条 件 (4.1.12) 与 (4.1,11) 一 起 意味 着 表达 式 24 全 在 指标 i 
j,k， 企 交换 时 保持 不 变 ， 


由 条 件 (4.1.6)， 利 用 方程 (4.1.8) 和 性 奈 (4.1.12)， 我 们 得 
到 


在 如 
2 二 二 如 a 《4.1.13》 
条 件 (4.1.7) 利 用 人 4.1.1 人 可 写成 


392， 一 92， ~ (2 和 ek 
dg’: do! 09" da’ 
a 
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当 且 公 当 下 述 分 宛 寺 等 式 组 成 立时 ， 它 才 民 等 地 成 立 


0Ass _ dAdins _ 18 (02s 一 -35;.) (4.1.15) 


oa’ Bo 20%* 3 人 + 


dBs 省 | | 机 98, _93By 1B 
dq 3 辆 也 + ‘jj Og 二 C4.1.16) 
注意 到 关系 (4. .18) 不 是 独 守 的 ， 鸭 为 它们 可 出 (4.1.13) 市 
(4,1.12) 来 得 主 ， 

于 是 ， 我 们 人 往 下 述 独 . 3 于 性 各 A : 


Ais= Ays (4.1.17) 
ey = (4.1.187 
92 2 =2{2 -LS 3 4， (4.1.19》 


B B B Be 
rt ; (31+ + 35 一 好 二 | (4,1.20) 
为 使 方程 组 (4.1.3) 为 自信 有 随 的 ， 这 吉 关系 必须 在 Rr?"*'* 上 处 处 
成 立 。 我 们 称 条 御 (4.1.17) 一 人 (4.1.20) 为 对 基本 形式 的 自 伴 随 条 
性 . 
上 面 的 情 阅 可 深谷 为 下 述 定理 。 
定理 4.1.2 对 完整 系统 
4 +Bett,9,9)=0 (R=] ,rn) 


(4.1,.21} 

它 在 点 (1，g， 拉 的 区 域 R2"+! 上 满足 连续 、 规 则 条 件 ， 
A BieEC™ (CR?"+1) pp TI 二 (4.1,22) 
] 48 (RI"*!)O (4.1.23) 


为 R2?+1 上 白化 随 的 必要 和 充分 条 件 是 库 有 条 件 (4.1.17) 一 (4.1 
-20) 在 责 23+1 上 处 处 注 足 。 
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必须 江 意 ， 当 至 少 好 .1.17) 一 人 ,20 的 一 个 条 性 被 骨 坏 ， 
我 们 不 黎 力 非 自 伴随 的 ， 


3. 运动 学 形式 的 自 伴随 条 件 。 现 将 基本 形式 的 方 各 


E41 .3) 
写成 等 价 的 运 动 党 形式 
“一 一 (4.1,24) 
fre 人 (4.1.25) 
HH. 
j=—AiB, (A)=(A,y)-! (4.1.26) 
现存 [Helmholtz 条 件 (4.1.5) 一 (4.,1. 1 导出 方 和 位 ,1 
24) 的 自作 随 条 作 。 
共和 件 (4,1.5) 半 此 向 形 是 得 成 立 的 。 条 汪 (4.1.6) 忠 为 
ra (1.2 
条 件 (4.1.7) 可 时 成 | 
1 ， 5 
a 


十 1 a fi _ afy ) 


2 \ 907190 34 3 (4.1.28) 
桓 当 旦 公 当 下 还 两 条 件 成 立时 ， 沁 村 f 让 
9 了， 9 fy _ 
dg ag ag (4.1.29) 
9f,_ 91s 9 sr 9 Naf 3y7， 
do 39: 2 (0;— 9331) (4.1.30) 
于 是 我 们 得 到 下 述 狐 立 条 作 
3 了 ， 87 70 
3 他 十 3 {4.1.31) 
of 8237 
9 dO (4.1.32) 


WM Fw 


已 


3 905， fs d ) (4,1 


- ; i ph 
391 do Le: ONEAAG i 


.33) 


方便 广 本 :和 (4124 为 站 种 吕 的 这 旦 条 作 总 在 下 2 荆 处处 戌 
谎 。 我 玫 称 方 让 生生 一 笃 :33) 广 总 动 党 形式 的 首 伴随 条 
年。 

中 


1 


ph 


这 下 赐 在 对 音 让 线 注 认 。 国 启 ， 寺 方 视 租 (4.1.24) 为 自 停 随 的 
六 安 ( 生 术 苑 分 入 件 出 滞 对 速 攻 为 线性 汐 方 程 抽 ， 好 对 上 彩 如 

和 人 一 了 fo 一 0 {4.1.34) 
全 太 程 守 为 代入 的 条 人 征 音调 称 江 人 :1.3 和 天 涪 ， 条 件 (4.1 
起 为 


PijytHi ;i1=0 (4.1.35) 
祝 条 入 《44.1.3 在 末 访 型 竹 往 (4,1.3) 避 可 克 为 
| 让 克 ODE 2 dg, 1)=0 
Ta 
(2 +t Bi i +(9 一 3 
(4.1.36) 


显然 ， 当 及 公 妆 拓 呈 内 的 行 “项 为 零 时 ， 广 疏 人 4.1.36 才能 在 
如 ?41 处 处 威 半 。 村 是 ， 我 们 得 到 下 述 定 理 ， 
定理 4.1.3 对 运动 尝 习 式 的 方程 组 


defilt,g, 0)=0 (=1,,n) (4.1,37) 
fiEC™ (R21i) , m1 (4.1.38) 


在 点 (1,g,9) 的 区 成 R2*+! 上 为 自 伴 随 的 必要 利 充分 条 件 是 方程 
组 对 速度 是 线性 的 ， 即 符 形 式 
qr—pistt, do,(t,q) =0 (4.1.39) 
Pis, TEC™R+I), m1 (4.1.40) 
并 入 记 有 条 件 
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6 .一 阶 方程 组 的 情形 下 面 的 定理 适用 于 一 阶 方程 组 情形 。 
定理 4.1.4 位 形 空间 中 的 一 阶 微 分 方程 组 
Flt,q,9)=0 (R=1, ,0) (4.1.47) 
它 在 点 (t,9, 介 的 区 域 RE"T 上 至 少 为 C? 美 ， 此 方程 组 为 自 笠 
孟 的 必要 和 充分 条 性 是 方程 组 对 速度 是 线性 的 ， 即 有 形式 


P=Xu(t, qt Y(t, q)=0 (4.1.48) 
并 且 所 有 日 伴随 条 件 
让 5i 十 六 15 二 上 0 (4.1.49) 
dA Ks 9 一 ， 
gas 十 dar 十 Io (4.1.50) 
Xs AF AY 
of dq dg’ (4.1.51) 


在 点 (，) 的 字 城 RR"+1ER*"+1 上 值 上 成立， 
[证 明 ] 对 方程 组 (4.1.17) 的 条 件 (4.1.31) 一 (4.1.33) 在 简 
单 变换 后 成 为 
a + =0 、 (4.1.52) 
AF 9 
dg"agf 99858981 


二 人 0 (4,1.53) 


让 (4.1.52) 和 (4.1.53) 容 易 导 出 
OP 
388 90 

即 要 求 了 ,对 六 是 线性 的 。 而 条 件 (4.1.49) 一 (4.1.51) 可 由 关系 

4.1.52) 一 [4,1.54) 用 于 方程 (4.1.48) 而 得 到 ,I 证 毕 ] 
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一 必 


84.2 自 伴 随 与 非 且 伴随 的 例子 
全 1 一 - 维 谐 振子 的 这 动 学 形式 的 万 程 为 
FOix=0, co 一 人 (4.2.1) 
我 们 应 用 兵 论 4.1.27。 困 8 一 一 o37 ， 旺 热 亲 了 EEC” CRD), mm 
1， 及 于 水 会 薪 王 车 ， 挫 论 ,1.3 消 足 ， 磺 未 统 全 自信 随 的 。 
然而 ， 训 守 对 0 癌 样 的 方程 于 成 形式 
| 2 
-二 全 5 一 从 
i (4.2.2) 
那么 它 是 上 班 避 健 用 的 。 这 可 出 淮 论 4.1.1 来 判断 。 将 人 ,2.2) 扫 


股 形 式 (4.1.44)， 各 


A= |!,， B= 
也 
于 是 
Bo 44_ dA .1 
D8” 3 ag 2 


故 条 件 (4.1.45) 不 成 了 ， 形 式 (4.2.2) 必 年 月 位 随 的 ， 
悄 2? 涉 本 形式 
二 
和 | (4.2.3) 
Lt | 
袁 示 两 线性 、 撕 窜 、 带 篆 获 2。 和 Re 的 无 阻尼 拍子 系 统 。 对 me 
= 一 太一 0 的 情形 ， 惠 所 子 为 去 神 的 。 
因 系 统 商 于 一 : 维 ， 在 研 抑 用 和 全 随 丽 必 须 位 驶 其 鞠 则 性 ， 
此 情形 下 的 秒 效 行列 式 为 
| mi me |_ 


Wie — Hm 
'! mie, Ts | 


' 国 此 系统 为 规则 的 死 要 条 件 是 


hiro A (4.2.4) 
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现 用 条 件 (4.1.17) 一 (4.1.20) 来 徐 验 其 自 伴 随 性 ， 我 们 有 
A 1 =m,, A = , Bi—hixi tx, 了 


4.2,5): 
A =me, A =m,, Bs=hkox hsxs 了 ( 
于 是 条 件 (4,1.17) 一 {4.1.19) 电 然 成 立 ， 也 
3B1 38, _, 
do 日 YX 1 
放 条 体 (4 1.20) 册 蕊 立国 中 ， 系 统 呈 短信 好 的 
简 下 江 : 玉芝 
De -下 ee 一 (1.2.6) 
的 目 作 随 条 和 任 世 
Cal 一 中 《2.71 
[还 一 ] 下 这 和 这 4 1 
ai) 
B= e+e ot afr. 
于 是 
9B prsy . 34_ 1d ”34 
b(t 下， 
3 (4) i dr a(t) go 0 
昌 伴 随 的 必要 和 充分 条 人 {4.1.4) 且 为 
| 
{rf = 一 f 
prr) dio 
[证 


例 4 。 试 证 章程 弓 


cg ,i jgigagz 十 9i6 十 qtt 2g +g) =0 


i pe a ] po , 
-99 二 gq2 十 -929 二 go 他 ?十 i “Qi 十 "ga 一 0 
9 2 | 


， .| 。 T1300, 9 A 
是 目 伴随 的 。 
[证 明 ] 出 (4.2.87 尖 | 
1 i i 
Al1=01, Als = dis 2 = 2 <- 一 人 


， 1 。 
Bi—adi+ -9rdi+t(291 十 和 > 


刀 一 -; dige 十 qag2 十 1(9g1 二 292) 


是 然 连 续 条 件 (4.1.22) 得 以 注 思 。 又 


1 。 1 | 
| yl1: » di1d2 | 3 
{A |= | , 一 0192 过 


因为 假设 和 关 0，d 夫 0。 四 此 颖 风 茶 件 人 ,1.23) 得 以 巩 旺 。 容 
易 验 证 条 性 (4.1.17) 一 (4.1.20) 者 得 到 满足 .因此 方程 江 (4.2.,8) 
是 自任 随 的 ， [证 起 
$4.5 位 形 空间 公式 的 基本 解析 定理 
1 .基本 形式 的 Lagrange 表达 式 的 结构 基本 形 和 式 ( 人 4.1.8) 
的 Lagrange 表达 式 ， 即 等 式 


d aL aL _ aa 7 aL ps 
g 2 gk 902d 


a* 工 aL 
t dridt dat 


di dgil dqr: 86590952 


一 4 x, 9 +t2tBy, {4.3.1) 
(Ck) 1, 从 
要 求 下 列 两 组 方程 成 六 


22 * 


3C _ 8 Br dK 十 a: Kk 十 oa” Ek 


Bar 9+ age ddri0t 99r1302> 
让 三 ar or a Fs EK 
tg ej ? 
{4.3,8) 


它 移 成 笃 式 (4.3 .了 0 的 第 二 个 独立 方程 组 ， 入 与 {4.3,5),，(4.3. 


7 联合 。 
现在 入 刘 后 名 党 条 ; fA. 17) 一 {了 19) 淘 六 和 级 (4.1.8) 
六 了 0 


7) 各 人 .2 


a | 1 
Bd (4.3.9) 
aDr) _. az， , (O02 一 9 ) 
0g 00 020 


2 A 
+ (1 He A -一 Ze (4.2.10) 


aC _3De pp _ aK | NK | AK 
5 at De aon, gdeidtt [do*ddes 
aBe, zy rT 3 

十 5 人 (39 oh ‘二 I, 414,23,.11) 


其 中 每 个 方程 裔 如 这 部 可 强 作 已 知 的 ， 宜 外 六 电 为 对 去 位 二 中 
人 以 微分 方程 的 时 主 系 统 、 对 卫 > 出 对 C 的 一 这 户 己 分 方程 的 起 定 
系统 。 

2. 位 形 空间 中 药 解 析 表 达 式 我们 忆 渤 下 述 定 吕 。 

定义 #4.3.1 一 全 CC 类、 规则、 完整 运动 方程 组 在 变 最 {， 


G， 人 的 区 碟 严 2 上 学 许 有 用 Lagrangce 万 程 苹 了 天 的 钥 概 此 


"2 


达 式 ， 如 果 存 在 天 个 因数 玫 厅 本 9g， 们 ， 它 在 "上 上 (至少) 沪 
C ”类 并 开 定 阵 (F 间 是 规则 的 ， 使 往 币 规 ne 方程 与 在 引 
和 进 抑 玫 (《F 下 进行 等 价 变 换 的 运动 方程 枯 重 全 ， 


‘1 天 a, ， 呈 
do oe hls + Bi) (k=1, 1 0) 
(C4...10) 


FAC R: 1) {4.5.13) 
(hi CR (4 3 .14) 
或 者 洲 ， 运 动 让 三 可 入 证 条 和 
挤 和 多 Lagrange 产 误 科 这 在， 二 
-fd aL _al, 


Ed Do -3 ) = “十 五 ， {4 .15} 


(hse) (4.3.16) 


宇文 4 2 站 梁 加 子孙 数 折 年 人 生生 (个 0 
相生 党 A '" 主机 民 达 并 入 六 二 1 汇 | 下 的 


FL ou 


我 们 且 一 伟 总 全 子玉 以 明 让 世代 汪洋 第 全 攻 这 苹 ， 学 电 尊 提 


i 3! A Ee 了 


I For 3 [Lv 
萌 合 话 罗 了 的 站 各 清 年 ， 下 这 吉方 程 为 


| i 二 ?r= 
{4.3.17} 


ge “ 十 OO 2 一 站 
系统 全 Lagranae WH 装 汶 


= 1 9 
Le (GTI Tor(ettgd) (4.3.18) 


用 中 Lagrangs 淆 让 计 算 Pagrange 方 可， 我 订 往 到 


人 入 2 ~ 。。 
J 二 “ ， ， 全 
dz 及 宇 ! 3 | C1 二 全 91 
AL 一 a ) 4 io (4.3.19) 
dt ad? oe” SA 


其 中 记号 SA 购 示 和 崩 伴随。 因此 ， 在 此 情形 ， 我 们 有 运动 方程 
(4.3.17 的 相 护 解析 老 达 式 ， 
但 是 下 面 形式 的 Lagrange 函数 出 是 允许 的 : 


Ls ~ Og (4.3.20) 
几 这 个 新 的 Lagrange 琐 数 计算 工 agrange 方程 ， 我 们 行 
7 d aL* AL” 
| dF df! ag! 0 1 ， gi +tigl ， 一 
[dd 3L* 9347 To i 
dri 9 dado: {i 十 各 qa R 
(4.3.21) 


这 了 避 然 是 让 程 旨 (4.3.1 站 的 间接 解析 来 达 式 ， 讲 且 情 形 ， 因 汗 池 
儿 上 i 家 征 指 标的 千 换 (4.3.20) 看 量 ， 灾 十 (g1，492) 下 的 
Lagrange 方程 盱 珊 了 变 最 (aa ，gD 下 的 运动 方程 ， 肥 之 图 然 。 
还 可 看 到 ， 两 全 Lagrange 消 数 (4.3.18) 和 (4.3.20) 都 是 规则 
的 ， 这 伺 相 应 的 Hess 行列 武 赛 吕 验证， 


GL 0 
| 398907 
{4 .93.22 
| 9 了 1 | 0 ] ,二 一 1 
| 8007 1 0 | 


汪 格 地 说 ， 内 有 Lagrange 活 数 (4.3.189) 才 能 将 所 考虑 的 方 
程 组 老 为 形式 (4.3.17)， 侧 者 达 式 (人 4.3.23 本 求知 遂 上 上 agrange 
页 数 (4.3.20) 以 及 因子 甬 歼 三 的 四 个 元 素 。 必 须 注 意 ， 在 此 简 
音 情 形 玫 未 为 间接 交 或 是 问 搁 的， 在 最 终 分 听 中 并 不 重要 ， 国 为 
这 涉及 到 运动 方程 的 假定 咕 序 。 例 如 ， 将 方程 (4.3.17) 旺 倒 硕 
冶 ， 这 有 时 家 达 式 {4.3.21) 变 成 直接 解 折 洋 太 ， 而 表达 式 (4.3.,19) 

我 们 引进 且 序 和 无 序 的 定 浆 。 

定居 4.3.3 定义 .3.1 和 4.3.2 的 能 村 此 法 式 克 为 有 序 的 


" 226 * 


又 无 序 的 )， 如 果 在 纵 定 的 顺序 上 对 所 有 指标 & 一 1，2，…，?i， , 方 
程 (4.3.1) 或 (4.3. 几 各 个 重合 (不 重合 ) 。 
:” .实际 上 ， 有 序 直 接 解 昼 表 达 式 的 概念 意味 着 Lagrange 方程 
和 运动 方程 不 仅 作 为 方程 组 重合 ， 而 且 对 指标 点 的 给 定 硕 序 项 项 
重合 。 在 此 情形 ,我们 写成 

Le(q) Ars gi+ Bs (R=1, 2, '", #) (4.3.23} 
皮 之 ,无 序 直接 解 相 表达 意味 着 上述 方程 两 端 仅 作为 方程 组 重 
舍 ， 而 不 管 相 放 的 顺序 。 在 此 情形 ， 我 位 记 必 

{Le(gq)}={ A 9 + Bs} 《4.3.24) 

例如 ， 方 程 人 4.3.19) 和 表征 在 蝗 序 9 二 (g1，92) 上 为 运动 方程 (4.3 
.17) 的 有 序 直 接 解 术 去 达 式 ， 而 方程 (4.3.,21D 表 征 同 样 硕 序 上 的 
无 序 直接 解析 表达 式 ， 

实际 上 .有 序 让 接 解 忻 埃 达 式 意味 着 ， 对 于 C3? 类 现 则 方程 
:给 在 所 设 顺 序 上 成 立 等 式 


Lagrange 方程 运动 方程 
Lelg) 尘 Flg) (4.3,25) 
而 有 序 同 接 解析 表达 式 意味 着 下 述 等 式 上 成立. 
Lagrange 方程 运动 方程 
Lela) = (g)=hiF, (g) {4.3.28) 


我 们 用 一 例子 来 涪 明 十 述 注意 事项 。 考 虚 方 程 组 (4.3.17) 前 
洽 单 推广 


二 81 十 8 十 @2g， ‘~ 1 0 人 ji 0 人 ) 
g 2 


， ga mp 十 ozg， 2 0 1 “0— Bb/ 


.和 > 

区 总 , gi 机 ~ f 
NN 四， ! 9。 } — (cri9' 十 (ee 十 (Ge )=0 

( i 


(4,3.27) 


它 表示 非 保 守 力 三 一 一 5 十 好 的 出 现 ， 这 是 带 常 系数 的 二 阶 常 
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被 分 方程 的 二 维 线 性 系统 。 日 件 随 条 件 (4.1.17) 一 (4.1.20) 现 在 
变 成 


一 (4.3.28) 
一 一 已 (4.3,.29) 
他 上 =i (4.3.30} 


国力 方 入 (4.3.2 约 被 歌 二 ， 系 统 (4.3.2) 便 是 非 和 伴随 的 。 提 前 
应用 下 过 的 基本 鲜 神 定 贡 ,可 能 会 得 和 出 钙 论 : 对 这 样 系统 Lagra 
-ge 图 狐 不 和 在 。 然 而 ， 这 个 结论 是 销 识 的。 实际 上 上 上， 方程 
《4.3.27) 的 解 暂 直达 臣 夸 已 加 的 ， 并且 i Morse 和 eshbach 
《1953) 给 由 5]， 


。 1 。 。 a 
二 站 1 疗 g 十 woe dg )— mods 【和 ,3.31 
用 此 Lagrange 为 数 计 算  agraange 方 借 ， 我 们 得 到 
d aLl* _ aL*  ， 


1 


di 861 9! 
dd al* aL* | 
dt ac da  - 
-( 0 1 | tb tg : (4.3.32) 
， .3.82 


‘ga —Bgs+ og 4 

国足 ， 我 们 有 运动 方 六 的 布 序 间接 解 格 去 达 式 。 然 而 ， 在 上 述 等 
式 左 端 和 右 端 之 交 出 现 了 不 一 致 。 因 为 要 求 1.agrange 方程 是 自 
伴 陆 的 ， 而 运动 方程 (4.3,27) 是 在 壬 伦 沿 的 。 为 使 两 端 都 是 自 件 
随 的 ， 只 要 将 方 释 组 重新 写成 下 述 形 式 


ff Te ~ 人 

| 

1 DA = ， 

Ga 一 :十 加 ga 

+ 人 —b\ Fd! 2 9 
b 0 Ag “wo 0 ga: 
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=(cr9) + (br 9) + Carrg!) 
一 0 《4.3.337 
容易 验证 运动 方程 的 这 于 等 从 形式 实际 上 上 满 号 全 部 条 件 (4.,3.28) 
~ 一 4.3.30)， 因 此 它 是 和 健全 的 ， 
日 Morse 和 Preshbach 给 出 的 Lagrfange 阔 数 的 胡 还 , 通 
过 漳 羡 指标 诺 反 运动 方程 申 原 米 的 韭 自 伴 随 形式 (4.3,27) 变 为 等 
价 的 名 作 随 形式 44.3.333， 相 和 储 世 生成 


LDL、 - 


- 一 _. 一 ,好 
da dor VY Io 1 tht og \ 
“1 


y G2 — bs og /nga. 各 
一 履 (4.3.34) 
到 中 NS 入 到 示 非 自 伴 随 ， 


录 关 有 序 条 件 变化 ， 屠 么 用 简单 计算 代替 方程 (4.3.260 可 得 
其 方程 


rr 
《的 | tthe 9 | {Fl0)) (4.3.35) 
82 一 bs 十 ozgs , 


其 中 采用 记号 (4.3.24) 。 

前 画 已 指出 ， 方 程 组 (4.3.27) 是 (4.3.17) 的 簿 单 非 保守 推 
广 ， Morse-Freshbach Lagrange 图 数 (4.3.317 就 是 Lagra- 
nge 函数 (4.3.20) 的 推广 ,一 个 重要 的 问题 是 ;对 方程 组 (4.3.27) 
的 表达 式 ，Lagrange 了 消 数 (4.3,18) 的 推广 是 否 也 窒 在 。 管 案 是 
这 祥 的 Lagrange 通 数 是 存在 的 ， 并 由 下 式 给 出 


L=e?: (otg 3)+e-*tl (og) (4.3.36) 


在 指出 的 顺序 下 ， 间 接 解析 表达 式 为 
0 


这 式 ， 
对 一 维 情形 ， 等 式 (4.3.40) 成 为 
HL a OL al 


a9? 7 "O09 dd0t da 


=At, 9, OW g++B(l, g, 4) (4.3.41) 
如 呆 ( 人 .3.40 右 端 是 非得 伞 随 的 ， 那 么 放 接 袁 达 式 不 存在 ， 但 可 
有 记 拨 花 达 式 


1 a _ 
dd 9 一 9 [人 这 : {A 9 二 Hua, an (4.3.42) 


共 中 国 子 肖 数 坟 作为 一 个 积分 因子 ，。 
$34.4 构造 Lagrnage 函数 的 Santi 折 方法 


1， 3antil 方法 构造 agrange 图 数 的 Santiliii 闻 法 用 
定型 形式 给 出 。 
定理 4.4.1 在 所 4t，9， 们 的 一 星 形 这 右 丸 42 上 定 立 
药 .、 《至 少 ) 为 悦 类 的 ， 现 区、 上 自 伴 随 完 整 非 保守 系统 
-et q' Batt, 4， = 


(R=1, + (4.4,.1) 
其 有 了 序 直 接 解析 表达 的 Lagrange 函数 由 下 式 给 出 
L=K(t, g, FD(t, Dar+C(, 9) (4.4.2) 
-其 中 # 十 2 个 函数 天，D;, C 是 下 述 线 性 起 定 偏 微分 方程 组 的 解 
HK 
时 js 人 (4.4.3) 
aDr, dD | (52 8 ) 
dars dg 2\dgr, dg 
dk aK Nzer,t 
+( Bde dd rd 四 (4.4.4) 
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3C LAD pe aK 3 
dqs! dt QTi dea 
3 


下 一 2 
O44 2 OF" 


上 信玄 i! 


对 上 述 宇 理疗 纠 下 和 于， 上 La 


Tr EA Er rr Lr 
E4256 加 要 而 不 公 宁 省 芒 让 运 请 吝 得 入 加 和 ,， i 披 没 


下 不 迪 路 于 方程 人 0 人 的 充 
个 性 放 明 让 其: 于 这 详 理 天 移 ， 让 吾 了 条 年 时 训 训 生生 .4 一 


(4,4. 辐 欧 可 积 条 仁 ， 因 时， pI 村 2 这 动 方 
条 纪 亲 星 形 芭 未 pa 多 的 【友人 人 的， 点 则 的 
再 日 华 哆 的 。 尖 开关 些 条 件 满 中 ， 六 和 全 4 .4 . 相 的 解 寿 
在 所 淆 系 (4 ,4 oe 4 Fi. 4 4,4.8) 
的 解 必 须 控 指定 咕 序 计算， 要， 池 完 寺中 吉 的 成 让 Az1#s 根 
据 (4,4.6 解 方程 {4,4.3)， 知 注解 下 ;六 各 村 沉 BB; 咱 通 
过 方程 (4.4.) 计 生肖 数 号 ;， 敢 后 ， 知 道 改 ， 万 ,条 并 过 方 
程 (4.4.8) 求 计算 函数 C， 

于 面 研 究 运动 学 形式 系统 的 让 序 如 接 解 怕 入 . 老 达 式 。 充 丘 伴 随 
条 件 下 ， 这 种 形式 归结 为 (4.1.39)、(4.1.40) 。 因 此 ， 问 题 归结 
为 等 式 
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age Qari 一 《4 .4 ,17 
Bt ty 


而 Da， 人 下 下 这 失 册 


Pes= {drpr ralt,r9) )or (4.4.19} 


c={| ar(or,+ + To) je (4.4.20) 


土 述 淮 沦 可 玉 一 步 条 化 。 特 伴随 条 件 (4.4.10) 和 {4,4.11) 夸 
味 着 函数 kiss 必 皮 和 许 度 线 构 。 因 尼 ， 在 所 让 用 某 性 于 ， 企 在 一 
组 国 数 .ft，g) 俩 行 


p _ Bra dT 
下 工 it2 3821 dors 


而 自 伴随 条 作 公 归 站 为 方程 (4.4.123》， 琢 数 DD 由 于 式 确 定 
Dr =Ia (4.4.22) 
而 Lagrange 函数 (4.4.16) 取 形式 _ 
L= Orda tTr(t, oot+C(t, og) (4.4.23) 


其 中 未 知 函 数 C 是 相应 方程 (4.4.18) 的 解 ， 即 


(4.4.21) 


El dis 
人 一 好 | ar(ost 3 jj To) 


2. 非 保守 力 对 Lagrange 函数 结 梅 的 影响 显然， 保守 力 为 
道 问题 所 允许 。 例如， 考虑 单位 质量 的 质点 系 ， 系 统 无 约束 ， 用 
变量 gr ( 饼 卡 儿 坐 标 ) 表 示 按 给 定 闯 序 的 誉 标 。 概 设 在 等 式 (4 .4 
“9) 中 Ps, 5 怪 为 罕 。 自 件 葡 条件 (4 ,4.10) 一 (4.4,12) 归 毕 为 
Th] Ot, __ 
0s ge 一 (4.4.24) 
而 这 与 对 存在 扫 画 数 的 可 人 积 条 件 相 训 合 。 
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研究 单位 质量 的 玉 个 质点 的 无 约 东 : 系 统 ， 在 一 参考 系 中 用 
变量 gc-1，…，f) 赤 示 ， 其 中 +=3 六 。 首 先 ， 设 这 些 夸 点 是 . 
让 下 的 。 运 动 方程 为 


g* 一 [8 一 1，… 1) (4,4.25) 
对 其 解析 表达 的 Lagrange 函数 可 写成 
工 一 》 (ge 一 Tryres (4.4.26》 


问题 在 于 研究 这 些 自由 质点 碳 台 的 最 一 般 形 式 使 之 可 用 Lagran- 
ge 盖 数 表达 ， 即 用 定理 4.4.1 才 未 。 

有 下 列 三 娄 砂 人 台 。 

(1) 炭 夭 于 时 间 的 、 对 玲 标 一 般 为 砷 线性 的 福全 

在 此 情形 运动 方程 (4.4.25) 修 正 为 形式 

gn—fe(lt, 4)=0 (4,4.27) 

而 灌 守 称 合 类 是 这 类 看 合 的 特殊 情形 ， 因 为 当 函 数 f; 不 显 合 1 并 
注 足 可 积 条 性 (,4.24]) 时 就 是 保守 耦合 类 。 

(2) 依 顿 于 时 间 的 、 对 速度 为 非 线性 的 耦合 

在 此 情形 下 ， 运 动 方程 (4.4,25) 修 正 为 


ge—f' elt, )=0 {4.4.28) 
这 一 交 不 包 食 保守 厚 合 ， 
如 果 前 两 类 联合 ， 那 么 运动 方程 (4.4.35) 可 修正 为 运 沥 学 形 
陈 的 方程 
qu— flt, g， 六 ) 二 0 (4.4.29} 
(3) 焦 壤 于 时 间 ， 坐 标 各 速度 的 三 合 ， 对 可 速度 是 线性 绚 
在 此 情形 ， 运 动 方程 性 .4.25) 可 覆 正 为 
srt gq, 4) gq! =0 (4.4-30} 
将 以 上 三 糯 厢 合 联合 ， 误 引 同 运动 方 积 的 基本 形式 
.235 -。 


ii q, 99 二 BC 8， 的 = 一 0 (4.4.31) 
例如 ， 兴 虚 振 子 系统 。 线 性 的 、 不 恢 稳 于 时 间 的 ! 奖 执 人 台 产 
生 形 式 
Qxs 二 Cuigt 一 0 {4.4.32) 
方程 (4,4.32) 的 一 个 自然 推广 就 明 加 进 不 俯 圈 于 时 间 和 的 、 线 性 的 
2 类 戎 他， 得 到 炮 合 阻尼 振子 形式 


q etbrid! terid’—=0 (4.4.353) 
齐 一 步 推广 ,得 到 常 系 数 线 性 系统 
gs 9 ‘tb ied' = {44.4.34) 


需要 注意 的 且 ， 加 速度 担 合 对 运动 方程 说 来 是 非 本 质 的 ， 
因为 在 规则 性 假定 下 ， 基 本 形式 (4.4.31) 总 可 以 缩 诚 为 运动 学 形 
式 (4.4.29)， 只 要 借助 等 式 

fr=—ATLB, CATEi)=( A.)"! (4.4.35) 

运动 学 形式 的 方程 (4.4.29) 是 非 自 伴 随 的 (通常 的 耦合 形式 
例外 }， 而 因此 由 定理 4.4.1 知 ,对 有 序 直接 解析 表达 的 Lagran- 
名 e 函数 不 存在 ， 这 是 因为 自 伴 随 条 件 眼 制 运动 学 形式 为 最 简单 形 
式 (4.4.15)， 它 安 示 1 类 填 合 的 景 一 般 形 式 ， 担 是 2 类 损 合 限于 对 
速度 为 线性 的 ， 而 3 类 看 合 不 存在 。 - 

为 表示 这 类 运动 方程 不 得 不 研究 间接 表达 式 ， 即 等 价 系 统 
的 表达 式 ， 


{hi(t, gq, Ggi~filt, qnsalsa—=0 (4.4.36) 


即 利用 因子 函数 h! 引 向 自 伴随 绪 移 。 如 果 运 动 方程 的 这 类 等 价 
自 伴 肾 形 式 存 在 ， 那 么 由 定理 4.3,1 知道 对 它 的 解析 玫 达 式 的 
Lagrange 图 数 存 在 ， 
我 们 给 出 定理 4.4.1 的 下 面 两 个 推论 。 
推论 4.4.2 对 于 局 部 完整 一 般 非 保守 的 相互 作用 Newton 
.系统 
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ortt, a) _ orelt, 4) 
oe, + do*? ga ]” 


—or(t, gq)=0 (Bil mn) (4.4.37) 
它 在 点 (t，g) 的 星 形 区 域 RY "1 上 定义 的 、( 至 少 ) 为 C? 类 并 
且 是 自 伴 学 的， 其 有 序 直 接 解析 站 达 的 企 Lagrange 丽 数 由 下 式 - 


给 出 


Lint=Lrres (ty) tLinitt, 9， = Lie tLint 
让 一 上 


《4.4.38》， 
其 中 
巨人 (4.4.39) 
Lint=I(t, og tO, oa) (4.4.40) 
并 及 唤 数 CC 由 下 式 给 昌 
C=0 dr (oto )t, ro) (4.4.41) 


推论 4.4.5 对 局 部 完整 一 般 拷 保守 的 相生 作 攻 Newton 系 . 
统 在 基本 形式 下 


Apitt, oq, Hat+B(t, gq, ON=0(k=1, ,pn) 


(4.4.42) 
它 是 在 点 (+,9,) 的 星 形 区 茂 RY2*r1l 二 定义 的 (至 少 ) 为 0? 类、 
规划 的 且 自 伴随 的 ， 其 有 上 序 直 接 解析 表达 的 全 Lagrange 函数 . 
的 一 般 结 构 由 3 二 1 个 相互 作用 项 ，8 个 相 有 过 项 ， 以 及 对 每 个 质 . 
点 的 自由 运动 的 Lagrange 函数 的 一 个 相 灯 项 来 表征 ， 租 应 于 广 - 
交 鳞 梅 

(fg DO= YL, go, OL 
在 二 记 


tLiny,ntt, 全 ， 呈 )》 本 【4 .44， 


-其 中 工 iastT， 工本 和 工 int,I 小 中 淮 
Linm, t=RK'T tt, 2， 全 十 人 人 人 人 (2 
【二 44 
Liree= 地 (人 (4.4.45) 
Linin— Ka(lt, 9 ， $)+D,rti, qa Cn(t, 0) 


(4 .4.46) 
.并 用 以 下 等 式 志 示 方程 (4.4.3) 一 (4.4.) 的 仍 (4.4.6) 一 {4,.4.3) 


Ki, 他， 们 一 LiL tk {4.4.47) 
=1 


Ds—=D rr (4.4.48) 
C=O {4 .4.49) 


$4.5 构造 Lagrange 函 数 的 其 他 方法 
1. Engels 第 一 方法 17.5 考虑 一 基本 形式 的 二 阶 常 微分 方 


县 组 

Fi=.Ari(t, 9g, 和 gq {+ Bilt. 召 ， Wy (4.5,1) 
它 满足 定理 4.3.1 的 全 部 和 条件， 特别 是 全 当 自 伴随 条 件 (4.1.17) 
-一 (4.1.201 。 


Engels 1978 年 给 出 的 Lagrange 了 网友 的 形式 如 下 ， 


1 a 
Li{1, a, 4)=—a*| arFe(t， To, TY, TT ) 


二 于 | | drdr' (rgr) Aritt, Tq, TTIAO)GT (414.5,.2) 
dtjo Jo 


?， Engels 第 二 方法 (5. Engels 1975 征 给 出 的 Lagran- 
Ee 轩 数 形式 如 下 : 


. oj , 
Lt{t, oo， 4)=| dji1D (+t, og Hl, 二 了 -1 
| 
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俩 1 试用 三 种 方法 构造 84.2 中 例 4 的 Lagtrange 末 数 。 
[ 解 ] 1 Santilli 方法 。 由 (4.2.8) 知 


1 
4 一 di， As 一 于 gg2， An=-, 9192,; Ass —g3 


1 一 如 有 十 到 91 人 十 204 十 ga) 《4.6.1)》 
Ba 一 本 iis 十 ga 人 十 1Cqa 十 292》 


系统 在 星 形 区 域 上 是 C* 类 ,规则 的 并 且 是 自 伴 随 的 (4.2 
因 起 洲 足 定理 4,4.1 的 全 部 条 件 , 邓 人 么 Lagrange 通 斤 足 在 在 的 。 
汶 造 出 Lagrange 图 数 ， 先 按 (4.4.6) 计 算 天， 我 位 有 


- 1 rl | 3 
开 一 (8 人 | dr | ar， | 
oogGrgae GE | 


， 1 ， ， 
al773: 十 91927 但 人 


1 
= 人 | ar | 
\ » F192T 人 十 GT 人 


1 1 
| 2991 9138 | 


1 - 1 
1 十 92 | 
= 一 ‘(Fold + og )+g{ gi192¢8 二 gsy ) 

了 4 4 192d1 C3 2 


= (qdi+grgad192 十 9 人 ) (4,6.2) 


再 由 (4.4. 开 Zryratt，9g)， 我 们 有 


* 


2 一 区 一 


2 一 3 (全 一 9 天) 上 (3 


， , 1 。 ， 
一 5 (gf, gd) 十 (gf1 ~ q1$2) =0 | 


F211 一 


【4 .日 .3 
将 (4.6.3) 代 入 (4.4.77， 香 到 


姜 : 一 也, 一 《4.6.4y》 
然后 按 (4.4.5) 计 算 FE， 我 们 用 


WD _p_ak , aK ok 1 
af ! OL Addont 3c 90 


中 2 天 dB _ dB YY, 
tag, ag, 十 (3 一 A )?: 


一 一 [oot+ grtt(2g + 90) | 


— {od? +t， Cai ) 二 《2019。 


1 ， (4.6.5}Y 
! ， | ， 。 I . 
十 ,G22 十 9281ga 十 (gaga 


gd 1 


二 一 feil 吓 十 cs】 


ww 0n, 2 A dk dK 机 
2 dr 人 ds Tg a 0 


~ 1 7 并。 
十 oi 
898 22 下 (9 人 一 后 中。 人 )4， 
=—t(g1+209,) ， 
将 (4.6.5) 代 入 (4.4.8) 伍 芭 
"I 
C=] dr{—t(2rg trgs) gs trg, 2rg yo 
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1 1 
一 -4| t01 十 ;0192 | 一 f| 诗 gq19: +o8| 


=—t[lgt -+gqi9; +g2] (4.6.6) 


最 后 ,将 (4,6.2)、(4.6.4) 和 (4.6.6) 代 入 (4.4.2)， 我 们 得 到 
Lagrange 诸 数 的 龙 达 式 


1 a 
工 一 - [oiditqrgdi d+] —1{(g9?+o 9 02) 


(4.6,.7) 
2"Engels 第 一 方法 。 我 们 有 
is 1 , | 
F =a 1 19209: 十 1 苹 1 十 a 
+it291 十 zy ) 
(4.6.8) 
] 9 Fn 1 “ ” 
Ra 一 919291 十 9 9 2+.5 ga91+ gg 


十 zci 十 20y1 地 
多 .4 及 (4.6.8) 代 入 (4.5,2)， 我 们 唐 


了 
也 (和 ,全 一 一 qi | ar | 79929193 十 T3g10 
1 _ 
+ yr ggitir(2g: +g.) ) 
只 1 4 a 3 本 
一 地 ， | 3 F102 CI 十 T d2 ga 
1 , ,i 
+ Tiggt tr gtir(or +2g)) 
d 2 1 jr 四 
十 二 | FUT {rol ci 
I . 
十 了 Ta8a) trgal TOO Todg 站 


"242 ， 


= [Saat tagtt+t2g 十 gs] }-f{2a: 一 CC 


十 二 9 [82 一 cz) NC (4.6.12) 


Be 


a 二 292) 上 已 de) 


十 93( 人 一 cg 十 2g5(g 一 cz70 | (4.6.13) 
用 (4.5.7) 应 有 


di1 一 47 : 
dfs Dy 
即 
—L(d~es)d mt— (0 —c1)d 
2 呈 2 1 人 2 1 Li 过 
或 者 
和 1 站 3 
因此 有 
C1 一 es 一 (4.6.14) 
将 他 .6.14) 代 入 (4.6.12) 积 (4.6.13)， 得 色 
1 一 一 2 和 一 F921 tt(2g9: Fg) (4,.6.15} 
Ta 一 一 9 全 一 -9 人 0 ti(q1 十 242) (4.6.16 
于 是 由 (4.5.5)， 有 
9B1 _ 3937: - 
ad 一 ag 2919: +- » 24 (4.6.17)» 
381 dl 
dgs df! 2 1 (4.6.18) 


dP — aT 。 1 2 4 
= . (4.6.19) 
dg dds 22 ( 

a, ”Dr _ ; 1  。 
EE, ， (4.8.20) 上 
B92 99, dp > 1 1 ( ) 

由 (4.6.17)，(4.6.18} 解 得 

D199 -9102 人 (4,6.21) 


由 {4.6.19)、(4.6.20) 解 得 
Bs gs F012 (4.6.22) 


容易 验证 (4.5.6) 得 以 满足 。 最 后 ,将 (4.6.15)、(4.6.16)、 
必 4.6.21) 和 {4.6.22) 代 入 (4.5.3}， 我 们 得 到 


or 1 
es 2 F19292)d9 
9 ， | | 
十 Cas + sq19261) ds 


至 ' 
-| : { 一 人 ie 一 gacica +i(291 +9)}dg 
di 


了 
一 | {~gc?— 了 dicic +i(d,+292)}dg, 
#2 
~ 241—od)+ gg9(91—c) 
+ 了 9 色 ( 旨 一 o) 1 gigsc1 (G2 cs) 


1 
tri(gt dD) 十 gcc (qd) 


—H(gi—di)+g (gq —d)} 
+ ci ~di)+ Tdicscs (gs—d) 
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—tdi(gs—ds)+(g? —d3)} 
注意 到 (4.6,14)， 上 式 可 写成 


L= S991+ 9g.9 + 3) —t(9f+ gg +3) 


+#Cd3+tdd: tadi) (4.6,23) 
在 人 4.6.23) 中 ， 最 后 一 项 不 含 9，8， 因 此 可 舍 去 ， 最 终 得 到 


L= C9141 + 2.919 十 和 2 好 2 


gi gg Ta) (4.6.24) 
从 以 上 三 种 计算 看 来 ， 对 这 类 二 维系 统 ，Engels 第 一 方法 
较为 方便 ， ， 
例 2 研究 运动 学 形式 方程 
9 十 ?8 一 0， g->0 (4.6.25) 
它 表示 质点 在 阻力 作用 下 的 一 维 运动 . 
这 个 方程 是 EC” 类 和 的、 规则 的 ， 但 是 是 非 当 伴随 的 。 雪 此 ， 
对 其 直接 解析 开 达 的 Lagrangse 函数 不 存在 。 然 俐 ， 同 样 的 运动 
方程 可 写成 等 价 的 自 伴 随 的 基本 形式 


A y+Be=e’! gte”'yy—0 (4.6.26) 
它 满足 定理 4.3.1 利 4.4.1 的 爹 部 茶 件 。 对 于 直接 表达 式 
d ar _aL 一 yy 站 
(二 3 3 [e (8 十 28)wsdjs4 (4.6.27》 


Lagrange 函数 存在 。 在 此 情形 下 ,方程 (4.4.3) 一 (4.4.5) 为 
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币 解 人 4 .4.6) 一 人 .4.8 成 党 


“4 dz， jare: ‘(7 2 


(4.6,20) 


D=C=0 ; 


种 书 [ 生 ! Lagrange 也 琉 


二 er'g? (4.6.30) 


例 3 己 H1= 维 条 家 的 运动 六 程 为 


(F1202) 8 下 [28 +o) 9 


1 ， . 。 
+ (940201902 gy 2 )=0 


(2 +2Ga Ts) G2 Tg) 和 二 0 ! (4.6.31) 


{2g 2 gg )=0 
[| _ 村 中 本 二 qm 1 » , 
站 十 1 十 8393 十 3 (fg 992+ gs )= 


试用 下 ngels 第 一 方法 寻找 Lagrange 畏 数 ，。 
[ 解 〗 将 C4.6.31) 代 入 (4.5.2)}， 我 们 有 有 


= | dr [Ct ag ) G+ (2 + 2 i) g 
+ s+ ! (30209: —?g:92 一 gg 十 gg 有 

1 a ra 
~ dz {241429 +4s) qi1 i+) da 


十 站 193 十 L291 ~—2g291—g9s 9s) 


1 ， .- ， 
一 人 | dr (22% ER 


1 
十 3 (4192 + qd, 十 时 1 全 2 ) )! 


el 
十 | | dvdz’ I{rr' (Co, 2 


十 TFT (291 十 2 TG TT YT 

十 4TT 2281 十 2 站 3 十 让 3 下 十 了 TFT Cn 人 十 全 2 ) 字 。 
十 TFT 由 1 人 srT82 十 TFT DTT 3 

十 YT7 838T2s] 


1 , , pe , , _ 于 _ Pe 
一 一 3 | (4 +2gs) 21 十 (2 十 29。 十 3 人 十 .93 
1 _ . , 
十 3 (ge 人 一 29 人 一 人 人 二 全 全 有 
1 . 。 " _ 、 me + 
一 3 qs{ C4 二 26 二 a) qi 二 (291 十) 92 十 9 
1 。 ， ， 
+ 3 (29191—29291 99at gg ) 
1 » a” , LF , -= 
一 言 gs 91 十 和 192 十 和 3 
1 。 
+3 (9192 + + gg )} 


d , 
dr +292)91 十 (291 十 2 人 2 二 0) 2 十 和 


十 4(20 十 2 十 3a) 十 29 十) 二 a} 
十 {293122 十 23] 
"AB 。 


— (I-02 te )+9 dg 


1 ， 1 
十 可 全 32 一 291 十 29s 一 9a) 十 g $391 (20) 


2 ~ 1 
一 203 一 93 十 g 91920s 一 919293 {4.6.32) 


习 题 
1. 试验 还 方程 组 
f 91 十 gt+filt,9,)=0 
gi 十 qa fa(t,9,0)=0 
是 规则 的 ， 
2. 己基 一 维系 统 的 方程 为 
fgg 9 十 -39 全 二 519 tf, 9)=0 
其 中 了 为 所 3 的 任意 订 微 函数 ， 试 证 明 方 程 为 白 伴 随 的 ， 
3. 斌 证 方程 
gq 十 榴 十 q 二 0 
为 非 自 尾随 的 。 
4. 斌 证 一 阶 系统 
Pi~(gq1+gqa)d,+taqs=0 
由 一 一 (an 十 Ge 生生 十 各 1 一 站 
为 由 伴随 的 。 
5. 试 对 非 自 伴随 系统 
t+ pro x=0 (2 为 常数 ) 
引进 因子 扔 数 一 6 后， 然后 构造 Lagrage 国 数 ， 
6, 设 力学 系统 的 运动 方程 为 
ceilt) gst ceitt)d, Tanitt)gs =0 (R=],, ny) 


" 24 


其 中 


全 天 一 人 


试 构 造 系统 的 Lacrange 肖 数 。 

7. 试用 Szntilli 方 注 构 选 84.6 例 3 系统 的 Lagrange 潍 
数 。 

38. 试用 Santilti 方 法 利 卫 agels 第 一 方法 物 造 二 维 非 保守 
非 线 性 系统 


| 加 _ nr 四 
《2 十 292 9 十 2K8i 十 2)9> 十 0 一 0iga 十 392 十 292 7 


2{ 二 5) gi 十 C? 字 | + )g2 十 好 :本 1 一 如 3 乡 3 


1 a 
二 gi19z 十 2 81 一 
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第 五 前 ”刚体 分 析 动 力学 


让 的 问题 
之 一 ， 而 寻求 刚体 动力 学 问题 的 精确 解 万 是 分 折 力 学 的 焙 华 

1 方程 并 给 出 刚体 动力 学 的 
一 般 提 法 。 从 1758 年 至 1959 年 ， 这 二 召 香 闻 得 到 了 别 体 经 固定 
点 转动 问题 鹊 十 二 种 解 ， 其 中 三 种 是 通 解 ， 九 种 是 特 解 。 每 一 种 
解 的 发 现 油 有 普遍 方法 ， 主要 癌 研 究 者 的 技巧 ， 并 和 王 在 很 大 程度 
上 带 有 惕 然 性 所 。 

山体 动力 学 的 新 成 就 是 在 本 世纪 后 半期 点 苏联 学 省 以 ap1_ 
8M0B .JIT.B 为 首 一 批 研究 者 的 贡献。 根据 己 知 积分 将 原始 方 答 
组 降 阶 的 向 题 很 时 就 手 出 来 了 ， 但 著名 的 方法 归结 为 异常 策 重 的 
而 因此 实际 上 不 适用 的 方程 。 稚 8pIaMOB 放 译 侍 经 多 主轴 ， 引 
出 所 谓 专 门 坐标 轴 ， 新 先 的 基本 变量 在 此 举 标 轴 中 以 自然 方式 建 
立 ， 因 下 使 了 笑 阶 拓 本 完成 。 入 8PpAaMOB 动力 学 方程 是 两 信 一 阶 
方程 。 在 对 质 时 分 布 的 一 个 限制 下 ， 和 paMeBa 六 问题 归结 关 
一 个 积分 斑 分 方程 。 


$5.1 重 刚 体 绕 固 定点 运动 方程 


1.。 Eufer-Pcisson 方程 为 描述 重 刚 体 统 固定 点 0 的 运动 ， 
引入 辐 定 系 9x43121( 其 中 03 | 铺 王 向 上 ) 以 芒 动 系 oxyz 一 它 与 刚 
以 固 联 莽 褒 对 o 的 惯性 主轴 分 布 (图 5-1) ,用 1 二 J 了 i 十 7'j 了 十 7 "下 
表示 灌输 oz2) 的 单位 矢量 ,用 忆 表 示 恒 力 ,， PP 一 ~Mok,(M 
为 刚 屿 质量 ，&g 为 重力 加 速度 ) 。 物 尽 重心 G 的 位 置 用 拓 径 Po= 
xat 二 Jej 十 zek 来 确定 ， 

对 5 的 动量 眠 定理 给 出 
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将 此 方程 投影 ， 得 到 三 个 标量 方 竺 


证 
Eh py ry (5.1.7) 
dp” 


方程 (5 .1.7 ) 称 为 了 Poisson 方程 。 于 是 有 对 六 个 未 则 因数 p,8 ,fr. 


了 的 和 个 业 级 性 ?方程 (6.1.5) 和 (6.1.7) 的 科 半 组 ， 称 . 
为 Euler-Poisson 疗程， 


类 位 于 (5.1.6), 信 一 afarj+toak,j= Pip'i+p"k,. 
有 


I ; 一 7 ; 
F 二 中 Xi 二 人 0， dt Ox,=0, 


de oe 
dr 


da” 


9 pe, (5,1.8) 
d 下 可 用 
rb' 一 9 BE =p 一 了 及 

d EE 

A 一 总 丰 一 下 后 ， (5.1.9) 


2.。 在 专门 坐标 轴 中 的 运动 方程 ”在 便 体 绕 轩 定点 运动 问题 
中 ， 阶 Euler-Poisson 方程 外 ， 也 应 用 其 他 形式 的 运动 方程 ， 
这 些 形式 是 利用 其 他 上 坐标 系 各 男 外 的 变量 而 得 到 前, 下 面 研究 . 
处 apiaaoB 提出 的 专门 坐标 轴 中 的 方程 。 

取 任 意 右 手 直 节 坐标 系 0515254， 此 系 丰 单位 秋 景 81,e，， 
2s 并 而 定 在 刚体 上 上 .在 此 光标 系 中 的 动 担 抵 为 
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政 一 Xie; 十 Yo 人 十 Ye {5:1 .107 
下 一 全 (7 


Om TO ea (5.1.11) 
/EL,, Ls, L,, 

(CL) | Ls Las Ls | 

Lar Leis Lag 


这 里 惯 妈 张 晤 (二) 的 分 景 潢 臣 科 件 工 ;y= 二 Lyy。 分 及 Li, Lss， 
工 33 古 对 轴 051，054，053 的 慢性 给， 而 工人 个 半 店 为 异性 积 的 
到 号 。 由 (5.1.3)、(5.1.10 利 (5.1.12) 得 到 动量 算 在 05seEs 
土 的 投影 为 
X= Dimi Ld +Lads (=1,2,3) (5.1.131 
忠仁 的 动能 


{5.1.12) 


1 
+1 = 一 | dad 


或 
27= | oadaf= | wwdM= | vO XPILM 
Eh i 时 
=| ,OPx w=0.| (px wd 
即 


了 一 aK (5.1.14) 
由 (5.1.11)、(5.1,13} 各 (5.1.14)， 得 
= 全 TO ) 
Ls® ;Lad Lt oy (5.1.15) 
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一 3 (Ux tii 4x) + 


i31x3xi+ii a xixs (5.1.21} 


其 中 刁 ;， 容易 用 1; 线性 表 出 ， 特 别 地 


lis= (3s! )sin24 tlscos20 (5,.1.227 
现在 图 
1 2 
HN arcte 二 23 5.] ,23 
2 1 22 一 上 838 (5 》 


则 在 3 一 0， 厅 区 能 取 形 式 
T= (十 2 二 3 
Ftosixat iioxs)x? (5.1.24) 


假设 物体 重 避 不 与 则 定点 0 相 重 合 ， 我 们 研 究 一 举 标 系 
O719293， 它 的 回 041 通过 点 各 ， 弄 轴 o7ys 和 0x7s 如 此 指向 以 使 
动能 荆 有 表达 式 (5.1.24)。 称 此 光标 系 为 专门 誉 标 系 。 利 用 此 上 华 
标 系 时 ,用 Qa,G1,02,01,0o 代替 下 es ts ta ,ta; 用 x ,y， 
z 代替 xi xi,x3 用 @z wy,@: 民 替 @i ,ws,08。 于 荐 ， 得 天 


动能 和 和 角速度 的 支 达 式 
To (evs tarys Hoss) + (bio) (6.1.5) 
@Dzr 一 EX 十 py 十 bz， y= ry thix 
Ds 一 Ga 十 下 人 (5.1.26) 


利用 (5.1.1)、(5.1.6) 和 (5.,1.26)， 可 将 重 蜀 休 绕 辣 定 点 运 
动 方程 在 专门 坐 水 系 中 类 示 为 4， 2 
256 。 


(0 — 0)ys+ by —b12)x 


dy aas)oxt (biytbaz)s bs’ —7sT | (5.1.27) 


Hr (oa yx (by+b,2)y 


bix? 二 ?让 


EY 一 (cas 十 baxz)pa 一 (aiy 十 bix)pa | 


bs ={gx+bhi yo sr — (qe x)Y) : {5.1.28} 
be ett orth 
其 中 Vo.99 为 划 休 天 于 下， 在 过 门人 又 祭 系 罗 了 上 上 的 撤 喇 ， 衣 也 二 : 
— Mop.. 


方 积 (5.1.20 (5.1.28) 用 十 寻求 重 网 体 绕 国定 点 运动 问题 
的 特 解 。 


Y5.2 上 Euler 角 . 正则 变量 . Despris 变 量 


1. Euler 角 ”国体 林 繁 一 时 刻 在 空间 中 的 位 置 可 用 动 系 
oxy3 相对 国定 系 0x1312 1 的 位 窒 来 确定 ， 开 且 可 用 三 个 Euler 轴 
关 ,8 ,多 给 出 。 图 5-2 它 明 ， 佛 动 角 旭 作 为 轴 o0z 和 pzl 来 角 ， 芹 
旋 角 9 作为 节 钱 oy 和 畏 ox 问 的 赤 前 ， 进 动人 胡 基 作为 轴 exx 和 
节 线 py 同和 钓 光 殴 。 令 沿 节 线 的 单位 矢 量 为 ， 则 月 速度 矢量 为 

加 一 久 尺 十 节 开 十 昌 e (5.2.1) 
将 其 投 晤 到 轴 系 oxy2 1 ， 布 
万 一 加 i= ph. i+gki .i400 .i 


9 一生 一 9 四 :了 十 ph. j+oe.j (5.2.2》 
r= .k=—Pk. k+phi .ki+ie -k | 
出 轴 的 正 交 性 得 高 


容易 证 时， 此 矩阵 的 行列 式 等 于 1 ， 
现在 用 变量 p,q,r,7,y' ,7" 求 表示 Euler 角 , 由 (5.2.3) 求 得 


日 一 reCos4”， 一 arctg -六 (5.2.6) 


为 求 得 间 的 表达 式 ， 将 (5 .2.4) 前 两 个 关系 分 别 异 以 了 和 7 '， 热 


p> PY+agyr - 
盈 yr (5.2.7) 


因此 ， 如 时 求 得 Euler-Poisson 方程 的 解 2P(1)，g({D,，r(D)， 
yy ，V7( 从 ， 那 么 可 出 C5.2.8) 求 得 章 动 角力 和 自 族 
前 多 (六 的 变化 规律 ， 面 进 动 角 节 ( 坟 的 变化 规律 田 (5.2.7) 求 积分 
来 确定 。 

这 样 ， 确 定 重 刚体 绕 网 定点 运动 纪律 的 基本 困难 就 是 解 
Euler-Poisson 疗程 ， 

2、 正则 查 囊 06，?， 区 po，ps，py 取 Euler 角 60.9. 
为 广义 雁 标 ， 广 广 动 尾 为 


7 
了 一 3， pe 一 3 ， py=o- (58.2.8) 
: dP BE 


-于 荐 日 ， 风 ， 单 ，pe，pp，8+ 构成 重 蜀 体 绕 固定 点 运动 的 正 则 变 
量 组 。 
刚体 的 动能 为 
了 一 , (Ap:+B9*+Cr? ) (5.2.9) 
利用 (5,2.9) 和 (5.2 4)}， 我 们 有 有 


* BQ 。 ， 


pe 一 Os—ApLD 十 Ba 89 十 Cr 2 


8 EE 36 35 | 

= ApcosP — BosinF | 
pr 一 8 ~ApdP + Bg 9 +Cr 9 (5,2,10h 

dP dP dP dp 

一 Cr 

pr= 9 Ap 4 Bg N+Cr dr | 


a a a a 
=(ApsinPm+ BacosP)sing + reoss 


册 此 解 出 pp，g,， r+， 得 到 


Ap— ing (Ps Preos0)+ pocos? 
COS 名 。 < 
BI= Sinp (ps— proO8O) 一 用 Sin 入 | 【5.2.11?》 
Cr= pe 


此 外 ， 利 用 公式 
K~=Api--Baj+Crk, Ee=c08Pi—SinP) |! 
1 8ingsinpi+snecospPiicodk 

由 (5.2.10)， 我 们 求 得 

po=K .©, pr—K ,Rk, pre—K +:k, (5.2.13) 

3. Despris 正则 变量 ”在 人 菏 毕 情 形 ， 利 用 Despris 正 则 
变量 是 很 方便 的 。Despris 正则 变量 是 条，9s ，9s 以 及 与 之 相 
应 的 广 闵 动量 上 ,1,。，1,。 在 疼 5-3 上 ,ox13121 是 固定 泥 标 系 ， 
oxy%# 是 动 坐 标 系 ,其 轴 指 向 刚体 惯性 主办 。 建 立 动量 拓 作 其 民 
并 引出 睫 之 相 扯 站 的 平面 oMN 。 此 平面 与 间 定 平面 x10Y1 交手 
0M ， 而 与 动 平 面 xoy 变 于 of 。 取 2， 煞 (图 5-3) 为 广义 从 
标 。 这 些 角 的 变化 宰 i ，P。 和 多 s 分 别 指向 轴 oz、 关 量 及 和 轴 
0z1。 令 长 向 单位 矢量 为 s， 我 们 右 
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(5.2.12) 


二 了 二 Pos 二 Pak, 《5.2.143 . 
特 其 投影 到 轴 系 oxyz 上 ， 得 到 


P=， .i= 沁 .i Ws.i+ Pek, :i 
q=@ -j=ik. j++,s: j++ Pek:j (5.2 15) 
r= .k=ik. ki Ps hipski:k’ 


讲 而 ， 相应 于 彰 7， 从 >， Ps, 引进 广 六 动量 二， 12, Js 


L=2, 71-0, 1 = .37 (5.2.16) 
了 1 ds 0 Ps 


谭 用 (5,2,.9)、(5,.2.12) 和 (5.2.,15)， 得 到 


ai ai at ai 


= 和 =4p3p 二 Be 3 二 Cr A | 
~=(Apii+-Boj-+tCrk) :hk 
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=& .& \ 《5.2.17》 
7 一 -9 Ks=K | 
3 2， 
FT: 一 -一 下 ,天 
dp, 时 


符 此 可 网， 广义 动车 工 和 了 分 因为 动 入 在 加 0z 和 轴 0z1, 上 的 
投影 ， 而 广 闵 动量 1 等 于 动量 和 多 至 的 大 小 。 轩 此 ， 再 避 进 副 
量 矩 多 量 政 与 办 oz) 和 oz 的 炎 衣 5 和 有 6， 我 们 得 到 
f= Cod, L=1,cosds (5.2.18) 

如 黑 辐 定 轴 oxi 和 oz 分 别 沿 oW 和 多量 天， 那么 角 6 、 和 
将 是 章 玛 租 、 进 动 角 和 目 放 和 朋 。 由 (15.2.I81 人 知 ， 已 知 广 六 动 
量 工 ，fs 和 了 aa， 可 以 确定 纺 助 平 让 on 对 基本 平面 oxyil 和 
oxy 的 倾角 。 

由 (5.2.13)、(5,2.17) 以 及 图 5-? 和 图 5-3， 可 求 香 广 广 邳 
量 po, pe, Py 写 上 , i112， 13 之 间 的 关系 

pe=Js, pr=L, pe=issind,sin(l—P) 《5.2.19) 

现在 求 刚 笨 动能 在 Despris 变 量 中 的 志 达 式 。 由 (5.2.9), 有 


~ I/K: ,Kis 
T= (tt) (5.2.20) 
其 中 
Ks Ap, Ky=Ba, Ks=Cr (5.2.21) 


光 动 量 宪 多 量 政 在 动 轴 oxyz 工 的 投影 。 用 蕉 .yy 表 记 矢量 其 在 
平面 0xy 工 的 投影 ， 它 与 轴 ox 成 角 7/2 一 1， 其 模 为 


Key=w i—L’ (5.2,22) 
因此 
Ko=KrySint, Ky=K2rycost (5,2.23} 
出 (5.2.17) 知 
;= 上 (3.2.24) 
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于 是 动能 在 Despris 变量 下 的 表达 式 为 
T= (525) 
其 后 ,我 们 来 汪 明 Despris 变 许 是正 型 室 计 。 进 庙 证 并, 存 
在 说 4 次 正则 1 三 搞 料 Euler 入 空 闻 ,9a ,Das Ds}d| ln ] Des_ 
pris de Ps, Pi, LH,T,), 六 明 这 一 语 洽 ， 首 完 求 你 
5-4 所 示 球面 三 莉 形 地 与 荐 之 六 的 关系 71 球 潭 一 蕴 审 识 ， 有 
COSG 一 COSDCOSC nn eins {5 2.26) 
SinecosB= cosbsine 一 SECPnSCCnR 
SINGCOSC = Cosc giNb — snc cosheos /1 (5.2.27) 


Sin A _ SinC 
Sima Sirie 


将 05.2.26) 两 粥 求 微分 ， 符 

一 Sinede 一 一 (simpcoser 一 CoOsbSsinecos ydp 

一 (Sinccosp 一 coscsinpcosd)dc 一 Singsinesin AdA 
由 此 利用 (5.2.27)， 每 钙 

da 一 cogCdpTeogsBde 二 8 sinbsincsin A dA 


sing 

青 利 用 {5.2.28)， 得 

da 一 cosCd5 十 cosBdc-HsnpsiaCd.d (5.2.29) 
现在 研究 图 5-3 上 约 球 面 三 信 形 于 和 NJ， 下 多 5-2 和 图 5-3 记 得 
时 球面 三 角形 网吧 各 和 角 们 天 示 在 图 5-5 车 ， 料 此 球面 三 加 诺 的 各 
应 元 到 代入 (5.2.29)， 我 们 得 到 关系 

吕 轨 一 Cos6s df 分 一 站 十 cos df{$— PP,) 
—sSin(P—t)snsde {5.2.30) 

将 其 两 问 乘 凡 了 ，， 并 利用 {85.2.13) 和 (5.2.19)， 披 终 行 到 

LditfodPs tladP,=rndd + ped 人 P+ nsdy (E.2.31) 
由 此 得 富 ， 变 措 (9,0P ,入 , ps, Pp, Py} 
次 正则 变换。 
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记 次 ， 北 下 让， 2 Despris 避 全 县 出 。 利 用 对 医 5-4 


多 球面 三 食 公 属 


Si Geo Bein 4-oiN Ponos Coceu | 
. . . 6 ,了 可 了 
。 ， as， 四 
sin .Asinb = sin Si | ‘ ) 
Co8 一 一 CO Homesn Deinecag 


志 求 PY。 沪 此 ， 虹 23 内 一 全 汪 凡 sn 第 二 式 汪 以 cosl, 
人 沁 后 相 如 ， 疆 
sin Asin{b-ti}:=sinlcos BsinC+einisin BeosC cosa 
+ cosisin Bsing (5.2.38) 


押 将 05.2.37 思 第 一 点 深 凡 cos1， 第 二 式 乘 以 一 sany1 然后 相 加 ， 得 


SINn Acos(b 二 i =eo5lcos BsinC + oosicosCsin Doeoso 
—sinilsin Bsinag (5.2.39) 


梳 后 ， 将 三 入 了 形 人 NV( 图 65) 的 各 应 泊 娄 代入 (5.,2.38) 和 (5.,2 
39)， 并 天 用 误 寺 下 5.2.3)， 我 们 得 到 


y= singsnP =sinicosd, sing, 
tainisindcosd, cosP ,Tcoslsiné ,sing, (6.2.40) 
y' ~snfoos® = cosicosd, sing, 


Tooslsind,cosScos Pe — Snisindsng, 


为 确定 V*”， 利 用 (5.2.37) 第 三 式 ， 党 将 其 两 边 乘 以 一 1， 并 用 图 
5-5 上 三 角形 NJ 的 元 茶 代 殖 疼 5~-4 所 示 三 角形 的 元 素 。 据 (5- 
2.3) 最 后 一 个 关系 ， 得 到 


和 一 0080= C0861 C086, — Bind ,sind: cosPp » (5.2.41) 


将 (5.2.40) 和 (5.2.41) 中 般 61 用 由 公式 (5.2.18) 的 相应 关系 替代 
控 经 得 到 


" 265 


rs 
;=F sings sinf +W :一 7 cosS 2 sinicos ps 
1 2 , 
+y 1 一 2 cogslsin 部。 
| fo . 
y = SIn6, co8! +y L -7 COS * » COSICOS » 


Ti ，，， 
-YY ] 一 sinisin®, 
加 


,7 Tg 
"= COS Go 一 y 1 一 SITGaeogs YP 2 
_L 
(ecsi:= 元 


(5.2.42 7 


85.5 第 一 积分 运动 方程 的 降 阶 


1. Euler-Poisson 方程 的 第 一 积分 将 Euler-Poisson 方 
程 (5.1.5) 和 (5.1.7) 写 成 以 下 形式 


dp == da 三 二 二 一 dy nm 

dt hp， I dt R, + 
d? __ dy” 本 " 
qr = r= (5.3.1) 


其 中 


p={Mg(zoy'— yey")—(C— Bor}Ad™! | 
Q={Mg(xop"— Zor)— (A— CI)rp} 一 (5.3.2) 
R={Mo( yep?—xep' I—(B—Apg CC 
T=ry' oF" ,Te ry,T "= 0} 
方程 组 45.3 .1 可 大 为 形式 
* 风 让 和, 


时 
~ 2 半 二 一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 5 
Pp-OTR TFT™ FT pT (5.3.3) 


方程 (5 .3.1) 的 大 边 部 分 (5.3.2) 以 及 它们 对 2,，9g, 7?，Y， 
yy" 的 偏 导 数 ， 在 相应 六 维 空 间 的 任意 有 界 闭 域 D 上 连续 地 依 : 
闵 于 南 有 变量。 因此 ， 在 任何 这 样 的 区 域 DEt，Euler-Poisson 
方程 总 有 六 个 独立 的 第 一 积分 ， 这 对 解 方 程 (5.1,5) 和 (5.1.7) 是 
是 够 了 。 人 得 是 可 以 证 明 ， 为 了 解 Euler-Poisson 方程 只 要 我 到. 
五 个 本 依赖 于 时 间 的 第 -积分 就 员 够 了。 实际 上 ， 四 (5.3 ,2) 得 
条 ， 开 法式 王 ， 马 ， 玉 ， 五 ， 瑟 7， 大 "不 如 售 了 时间， 那么 五 个 方程 


PP 一 人 
可 各 自 独 立地 积分 。 抹 如 ， 积 分 方程 组 (5.3.4) 之 后 ， 可 将 变量 


g，r，?>，?，，3" 表 为 变量 p 的 函数 ， 再 将 所 得 函数 代入 三 的 天 
太 式 ,得 到 了 =Pi(p)。 这 时 ， 出 (5,.3.3) 得 到 方程 


天 2 一 di 《5.3 59》 
将 其 积分， 我 们 有 
一 py (5.3.6) 


特此 积分 得 到 的 pL 代入 上 面 斯 指 对 变量 9，r，，y'，" 的 震 
述 式 ， 我们 得 到 方程 组 (5,3,3) 的 解 。 因 此 ， 为 完全 积分 Euler~- 
Poisson 方程 ， 只 要 求 得 不 也 含 时 阐 的 五 个 独 空 的 第 一 积分 ， 并 
生计 算 (5.3.6)。 求 积分 (5,3.6) 没 有 原则 的 困难 ， 而 计 求 不 会 时 
闻 的 臣 个 独立 的 第 一 积分 却 是 某 本 人 办 难 ， 
忆 知 Euler-Poisson 方程 的 三 个 不 售 时 间 的 独立 的 第 一 积 
分 ， 有 
(1) 能 最 积分 
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3- 一 由 
这 里 了 六 动能 ，FiC5.3, 人 了 碧 ' 之 ， 鹿 
=— Nosie {5.°%,7) 
为 力 阔 数 ， 匡 
Zis—=Poe'ki=xceyi yoy Tiay” {5.3.8) 
也 是 能 瑟 积 分 在 钟 系 oxa2 中 有 形式 
Ap*+Ba TCr +2Mg(xop+ yop! 十 2ey 站 一 cl 
{5.3.9) 
导 中 ci1 王 2， 
(2) 出租 积分 


其 中 下 为 刚体 动 全 家 天 虽 ， 生 公式 全 .1.4 最 后 一 式 确 空 ， 而 机 
积分 在 畏 系 0oxy21 人 开光 


Apy+ Bgy'+Cry" =e, (5.3.10) 
(3) 平凡 积分 ， 作 六 亿 分 {几何 积分 ) 
y+ ?Ty *=1 (cs=1) (5.3.11) 


在 专门 华 碎 系 中 的 运动 广 程 (5.1.27) 和 {5,1.28) 存 在 类 位 的 
第 一 积分 ， 可 法 浊 


训 (ax22 十 aly? 十 aag8) 十 (5643 十 8az)x 一 1 了 一 再 


(5.3.12) 
4 《5.3,.131) 
z 十 2 十 直 一 1 (5.3.14) 


其 中 EE 和 mi 是 任意 常数 . 
这 样 ， 为 完全 地 积分 Euler-Poisson 方 程 ， 还 必须 再 找到 两 
全 不 含 时 间 的 第 一 积分 。 但是， 正如 下 面 85.4 中 将 要 证 明 的 ， 为 


= 站 合生 


几 百 欧 呈 属 再 找到 一 个 不 依 束 于 上 时间 的 第 一 积分 。 

需要 广 意 ， 在 积分 45.3.11) 中 的 枉 泊 常数 等 于 1。 国 此 ， 
Euler-Poisson 方程 的 通 解 仅 包 售 五 个 尾 总 常数 。 在 一 般 情形 
中 ,团体 绕 因 定点 运动 应 由 六 个 任意 初始 每 件 殉 定 ， 秽 刀 给 出 
了 uler 角 及 其 一 阶 时 数 的 初 值 Ho, Po, Po, do, Ps， #0。 在 下 
情形 ， 第 六 个 任意 常数 在 积分 方程 (5.2. 门 时 出 现 ， 

2. 运动 方程 的 降 本 ”出 微分 方程 理论 知道 ， 原 始 微分 方程 
组 的 阶 可 以 降低 的 数目 等 于 求 得 的 第 一 积分 束 月 。 因 昨 ， 在 网 体 . 
运动 间 题 中 ， 本 是 六 阶 的 且 大 三 个 创立 的 第 一 稻 分 (5.3.9)，、{5. 
3 10) 和 (5.3.11) 的 Euler_-Poisson 方 程 ， 可 以 引 启 三 阶 系 统 ，。 

利用 矢 是 形式 的 Euler-Poisson 方 程 (5.1,1》、(5.1.6) 以 及 
第 一 积分 (5,3.9) 一 (5.3.11) 消 志和 儿 量 友 ,， 就 能 完成 蜂 阶 。 实 际 
上 ， 据 (5.3.7) 利 (5,3.8)， 三 个 第 一 积分 可 和 写成 形式 

T—pop=h, KRi=es, Riki=! “ (5.3.15) 

为 消去 矢量 民 :， 将 方程 (5.1.1) 右 狂人 类 量 Pe， 并 刊 用 矢 芋 双重 各 


公式 


(axb)xc—b(la.c)—atb.c) (5.3,16) 
得 到 关系 | 
(E+ oxE)xpe=Pp3—Pa(P .po) (5.3.17) 


将 直 (5.3,15) 第 一 式 确定 的 奈 积 po:P 卫 代入 上 式 ， 得 到 
—MgPeki=Po(T—h) 上 (Sa x K)xps 
(5.3.18) 


将 由 (5.3.18) 确 定 的 表 : 代 入 (5.3.15) 的 后 两 式 ， 得 到 两 个 标量 方 
程 


(Kp) HK {BoxE)xpo=— Mopies 
《5.3.19) 
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| peT- + (sh toxk) xpe) (M09): ps 
《5.3,20) 
第 三 个 标量 方程 由 方程 (5.1.1) 右 边 与 和 失 量 Pe 的 正 交 性 条 件 得 到 
Po (+oxK)=0 (5.3.21) 


现在 黎 化 方程 (5.3.19) 和 (5.3.20)。 利 用 所 量 汤 合 积 移 性 
质 
a:(bxc)=b:(cx 0) (5.3.22) 
容易 将 方程 65.3.19) 引 向 形式 
( 旺 +o xK). (KxpPI)—T—HK.p) -MgpBc 
《5.3,23》 


福 意 到 方程 (5,3.21) 以 及 由 此 得 出 的 关系 


(EK roxk)xpd i +oxk| po 
在 消去 P38 之 后 ， 可 将 (5.3.20) 引 向 形式 
( 守 +oxK) 十 (一 人 2 一 (CaM9)2p3 (5.3 .24 7 


这 样 求 得 的 方程 (5.3.21)、(5.3.23) 和 (5.3.24) 已 经 不 再 合 矢 最 
， 而 可 用 来 确定 量 p，98，r。 
现 和 在 轴 系 oxyz 中 写 出 这 些 方 程 。 利 用 $5.1 中 的 公式 
R=Api+Hgj++Cr 
= pi+9j+rk | {5.3,.25) 
六 5 一 Xe 十 Ye 十 25R 
结果 得 到 
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二 
di (pxe 十 召 9ya 十 Cr3o) +xelC—B)gr ~ 


| 
+yatA—C)rp+2atB— .ApI9=0 


{Beoeg— 人 Cyor) | 4 汪 十 (一 吾 )9r ] 
+(Cxor— Azap) | 32 +(4—C)rp | 
+(Ayop~ Bxo){C 和 十 (有 一 -4 po } 
+ 人 一 (Ap’+Bgr+Cr’)) 
"(Apxast+Bayet+Crze) (5.3.26) 


= Mg(ni++y3 二 373)c, 


" dp 2 dg 2 
{4 ER +(C—B)ar | +{B er ttA—0) rp| 
+{c 3 二 (3 一 们 pg } 
十 人 (4p? 十 59? 十 Cr 一 直 
一 (82(X 十 十 二 
将 (5.3.18) 投 影 到 轴 系 ox yz 上 ， 我 们 得 到 7，?”，?" 用 p， 
和 妇 ， + 表示 的 表达 式 


d d 
— Mg(xd + y+z8) y= BroTr —Cyed 


+{(A—C)ze+tA—B)yeQ}p 
+xe| 二 (4p? 十 Bg* 十 Cr 一 可 


一 型 9(XE 十 ye 十 2 的 3 =Cxo: ~ 4zeg8 
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5.3.27 
{BD— Axsnt(B— Cer}a 5.8.20) 


1 了 
二 人 Cr 一 有 


| d | 

— MgClx$+t yt2d)y" =Ay 一 Bxod!} | 
十 {(C— Bycdi(C—Axepnt | 
+zo{ Ap 二 Be 十 Cr 一 有 


这 样 , 我 合 守 或 了 演 匠 区 日 的。 然而 , 广 信 0.3.5 人 0 的 形式 
个 一 『 "rl {] 六 d dr re -Tr 1 A T -二 - 寺 ~ 内 四 
非常 复 森 ， 以 这 不 能 铬 出 了， " ， 国 虹 宁 用 下 六 医 芝 畏难。 
了 


因此 ， 将 Euler-Poisson 方程 引 向 其 他 彤 式 的 三 个 方程 常 常 尼 
可 或 竟 ， 在 这 一 所 束 站 的 重 杰 外 果 屁 Hess, 基 apxaMoa.IT. LT 利 
XapnaMonaa .下 .IT 的 二 和 作 。 
3. Hess 方程 Hess 隆 防卫 uler-Poisson 方 程 的 世上 大 岂 想 

是 由 三 个 第 一 积分 消 走 7， 1，7"。 为 此 ,将 积分 (5,3,9) 一 (5 
3.11) 改 写 为 

y° ty Tp 1 

Apy Baqy' Cr 一 Ca 


| (5,.3.28) 
Xa} Tye" zo 


ll 名 2 和 一 
py (Ap?+ Ba: Cr mec)=. 


由 此 解 出 P，7'，Y”， 并 将 让 程 结果 代入 Euler 方 程 (5.1.5),， 从 
而 完成 降价 的 上 日 的 。 
六 避免 解 非 线性 方程 ，Hess 采 用 和 尔 量 代数 方法 。 利 几 (5.3， 
25)， 将 (5.3.28) 疏 写 为 
ki-kRr=1, Kki=cs’ Po'ki=nus (5.3.,29) 
其 中 尼 !1 二 Pi 十 PP' 了 十 YVR。 引进 记 守 
N=K xpPoe, ?=E'Po, =k:N (5,3.30) 
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并 研究 所 量 入 和 中 | 疝 尖 积 。 由 (5.3.16)、(5.3.29) 和 (5.3,30)， 
得 到 
NxEh—~(RXxXPA xR=PKk)— KPae:k) 
=csPoe~HK (5,3,31) 
将 等 式 45.3.3D1 西 站 在 滔 和， 香 刘 
(N xh XN=e (Po XNI—u(KXN)Y 《5.3.397 
匀 公 式 (5.3.16) 和 (5.3.50}， 兴 
EKxN=EKx(Kxpo)=Ky—prek’ 
{5.3,33) 
PoxN=Pox (EK XPe)=BEPpi—Dsr 
稳 (5.3.33) 代 入 (5.3.32)， 笑 订 
(N xhR}XN=PpolnK rc,r) 十 下 (ep 一 ES.3.341 
此 表达 式 左 记 又 可 守成 
(N XR)XN=hEN:—N(kN) (5.9.35) 
区 C5.3.35) 代 入 (3,3.34}， 代 
kN =MNMxTtDelHR con) (ce pi Hr?) 
(3. .36) 
海 由 此 通过 不 A "Fy, 六 ， PP 的 tc 二 Rk, 问 而 六 表达 
式 相 1 ， N, 
将 45.3.2300 焉 涪 护 乘 天 量 足 并 利用 攻 系 (5,.3.29)， 得 到 1* 
N=x 的 表达 式 " 


ue N (RK—c pe)? (5.3,37) 
其 中 入 ?= 二 (Po XB)? 汪 助 闫 系 | 
(axb) 一 atb2 (a.by? {5.3.38) 
可 表 为 
N*=p5K?—p? 《5.3 .39y 
利用 关系 


“7 


3 di = 9% (5.3.50) 
或 将 守成 
1I1 ee HH 
1 dR 
 , 二 = . 
(01; 2 ) 2 人 (5.3.51) 


HH » pe ll 
其 次 ， 将 (5.1D 涪 村 条 Pa， 注意 到 (Pe xk1) ,Pe 二 0， 利 用 
赤 记 人 5.3.30， 我 后 各 的 庆 理 


din CD ) (5.3,52) 


40)， 可 家 沪 形 , 


I 革 Pi TT 
i 
1 二 = 1 £ 音 i 
E (5.3.53) 
位 He 
在 陀 相 入 记号 
红 一 全 站 一 和 人 十 站 | 
CT oe 3 二 re | 
Ew | (5.3.64) 
27 =K.w=Ap: + Ba tOr? 


最 后 ， 为 得 到 第 三 个 方程 ， 注 (5,1.6) 两 端 控 来 pe ， 利 几 表 运 


(5.3.28) 以 及 关系 (XRi).Ppa= 一 ki 人 0 xpy)，, 我 们 求 得 


di™ R(x Pe) {5.3.55) 
将 (5.3.42) 代 入 上 式 ， 关 注 并 型 pa:(@ Xpo)==0， 得 冯 
CPEK?—»2) uN (6 x po) 


tope—Ar)EK.(Oxpa) {5.3.56) 
注意 到 公式 
"ai 


Yef 呈 一 Car 十 YofC 一 杂 )pr 二 56 一 有 JpG 一 0 
(CD 
寻 ， 再 ess 方 程 的 解 不 给 则 了 Euler-Poissomn 方 程 的 解 ， 
4. XapNaMoB 方程 规 在 利用 专门 坐标 轴 系 57317739s 中 
的 第 一 积分 (5 .3.12) 一 {5.3.14) 米 降 阶 专门 坐标 轴 中 的 运动 方程 
《5.1.27)、(5.1.28)。 由 (5.1,27) 后 两 个 方程 及 积分 (5,3.12) 表 
示 量 ?1,，?，。,， ?3， 省 


viT = ax 十 Gy 十 gaz2) 二 (py 十 bxyw 一 可 1 


d 
pa =(0— G81) yx (dy +h)y—0 x 十 ds 


val =(0—02)2xT (by bs 2)2—byx’ 一 时 | 
(5.3.61) 
特 (5,3,61) 代 入 其 余 两 个 第 一 积分 (5 .3.13) 和 (5 .3.14) ,得 到 方程 : 


d dy 
yn toy tb as) (y+2) 


+ x{(e 各)y* +( 一旦 )'] 


to Ex~m=0 (m= ) 


2 
CR (5.3.62) 


+ {Ce~ Qa) yxt (by ba2)y br 十 4 


] 1 


+{(a—a ,ax (biy|bas)2 bx 一 -全 | 
一 局 0 
这 些 方 程 与 (5 ,1,27) 的 第 一 个 方程 
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一 (ea 一 ai)32 十 (ba3 一 52)5 (5.3.637 
一 起 组 抱 对 x，y，z 的 封闭 方 种 组 。 量 方程 45.3.62) 位 助 方 种 
(5.3.63) 洪 去 时 间 上， 我 们 最 终 得 到 两 个 一 阶 方程 
{a2—01)yz+ (62y—b12)x}( ?9 一 5 名 ) 
+ bby +62) Cy +a) + (a )y 
+( 5 一 旦 )=*} 寺 ax  —Ex—m=0 
[Coar)xvt+ (by+b22)y— bi x? ) 
(5.3.84 
tos—an)yat (by bz) x 
+[(a—~as}xz+ (by+b2)2— bx 
+ {Cai—as) yt(bi2— bay x} 3 了 
十 | 二 (ax oy Hera) 
+(b y+b2)x— EY —T =0 
由 这 些 方程 确定 y(x) 和 z(x)， 并 将 所 得 关系 代入 ?1 ，ys，23 腔 
公式 ， 我 们 求 得 
pT = (ox ory Tasz’)+ (by thaz)x—E 
vaT—=(o—a}yx+t{biyt+b za)y bx 
tes a) yt (by bs) x} 
vs =(o—os 2xt (hy itbbs)— ba x! 


+{Car—a2)yz+ (012—by)x} 全 


x 与 1 之 闻 的 关系 为 
f = i 
> (qa) (x)atx) Fb xy a)— Ea) 
(5.3.66) 
方程 (5 ,3.64) 仅 在 条 仁 x 近 const 时 才 证 对 的， 思 时, 在 其 
中 x 二 const 的 分 诺 单 外 共 究 ， 


这 样 ， 确 定 闭 体 运动 的 基本 复杂 性 在 十 浊 人 方程 (5,3,64)， 
aL 和 和 on 
用 这 此 方程 可 解 出 9 > 及， 并 表 为 两 个 一 个 全 全 方程 


oo 

一 人 十 z {aa)ext (by tb a) — bx! 
十 【GE tary? ass) td y+ 于 yx 一 -| 
一 ?2 十 YR | 
(FT a y+(h 2s—b, i r 

OH) {emeryt, YT > bz) 

二 | tax 十 C132 二 Gaza) 二 (bi 十 ov- | 


—my—2n ‘ 
{5.3.67) 
其 中 
R= m2 -2mx{ 2 (ox? dy’ 十 .22 ) 
十 (bi2 十 Pszj)5 一 瑟 | 一 (x 十 :十 =?)》 
“和 art Tony 二 +gs22) + (by NE im 
5.3.68) 


方程 (65 .3.61) 称 六 XapiTaMoB 方程 。 这 隔 合 方程 还 可 中 六 
为 一 个 二 和 险 产 各 


站 人) 


十 二 1 下 {5.3.60) 
其 中 让 为 x，3 的 已 知 钨 项 式 。 我 们 注 痘 到， 痊 Euler 角 0， 罗 ， 音 
:的 也 nler-Poisson 方程 也 可 引 交 一 个 二 阶 方程 
dd 人 dp 
Br) Ga 


租 它 的 右 进 有 非常 复 寻 的 形式 。 

5. 归结 为 一 个 积分 微分 方程 ”在 专门 坐标 轴 中 的 一 个 ， 例 
如 第 三 个 轴 ， 是 招 怀 主轴 的 条 件 下 ， 即 当 

pa 一 0 (5.3.71) 

时 ，XXapAaMosa,E, 林 证 明 ， 刚 体 运动 问题 可 归 为 一 个 比较 价 
羊 的 一 奖 积 分 微分 方程 。 

在 bs 一 0 的 条 件 下 ， 利 用 六 个 方程 65.1.27) 和 个 .1.28) 中 的 
加 个 ， 


Ox 


dt™ ta) yo x)} | 
1 ”5.3.72) 
dr 2{(a—ar) tb yr | 
和 —gy2ts=— (a y+ Xvs ] 
4 ‘(5.3.73) 
TE tosr (axthbiy) rs J 


六 及 两 个 第 一 积分 (5 .3,12) 科 (5.3.13)， 
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四 所 上 1 二 外 
(ax esta) oy \ (5.3.74) 
XP TT yr ta mi 


出 (5.3,.2) 消 去 时 间 { ， 得 到 晤 ?3 的 汪 夺 去 
d 
va = [Ka 一 sayx 十 87 十 人 (ai 一 ?3 十 pxy dr] 
(5.3.75) 
此 中 x 现在 起 球 立 变 世 作用 。 像 在 推导 方程 (5 .3.6) 一 料 ， 会 去 


特 解 x 一 const, 注意 到 (5.3.75) 方 括 守 内 的 项 是 某 函 数 Y(y ,x》 


TY(y, #) = (a)y ?toy 00) tm 


(5.3.786) 
其 中 ms 是 性 意 常 数 。 轴 此 ， 美 系 (5.3.75) 可 写成 
1 2 《5.3 ,77 
dx 


现在 贝 方程 (5.3.73) 消 去 时 间 + ， 并 利用 (5.3.77)， 得 到 


dy 
XL Fasvs =(oytbix) Ex | 


(5.3.78) 
.dd dy | 
2 raxtb a | 
其 中 引入 记号 
iY, Xx)—={0—0a)y+o x (5.3.79% 


现 将 (5.3.78) 第 二 个 方程 乘 以 i 二 一! 并 与 第 一 个 相 加 ， 有 
dkyi -Firs) __ igs {v1 tiv2e) 
dx 用 


。 = dy 反 于 
={(0L—ib) y+ (bi io) dx (5.3.20 


1 一 
是 x 的 国 数 ,因此 下 到 了 机 是 x 的 函数 ， 方 程 人 5.3.80) 有 
交谈 量 ， 忆 2 1 十 i?, 为 未 知 务 数 移 目 六 光线 往 方 程 。 禹 分 
LH , | 1 
这 个 方程 ， 我 们 得 到 


I ! | os {rotiva 
1+ iss expios|, -| 


(0 ib )y(S) + (6, ~ie)s dy [yg) ,6 
+|., JE] 


! (5.3.81) 
兴 (expies | x ,9 a ) 
现在 依 吕 (5.3.77) 将 第 一 积分 (5.3.74)5 成 形式 


一 BxX“ 十 2 五 
dA ==2p7 TY 0 xy—ex ) 


【53.3.82). 
2 dy ? 
XI 十 32 一 7 一 = dx 
租 (5.3,82) 消 小 z* ,得 到 关系 
{2 re 二 eaxypy 于 aaypa 
dx 
dy 5.3.89% 
om Cay tab stox 2 ED), ( 


答 易 看 出 ， 尖 系 (5.3,83) 的 在 这 是 直达 式 
: {271Y .Fas(x— 1y) Pi 十 ips] 
dx 
的 实数 部 分 。 闪 此， 者 虚 到 (5,3.81)， 关 系 (5.3.83) 可 于 成 
Hh 5 


Re e|{2 ry ostx—i expias|, rs(2y a a py 


Car ib ye) 0b, — sar Ly), .6] 
tiveot] ea TY 的 21- 
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xf espi os [x030D, 


IY 
=—0otmi (Cay 2biay+ax CO— 2 ye 


{6.3.84) 


将 习 ， 半 的 表达 式 (5.3.79 和 (5.3.76) 代 入 后 ， 关 系 (5.3.84) 便 
足 确定 y 对 x 依赖 关系 的 待 求 积 分 微分 方程 。 

在 得 到 对 x 的 依 征 关系 后 ， 用 (45.3.81 柯 贿 是 Pa，?s 六 站 
的 贾 数 .而 后 田 (5.3.82) 箭 定 z(z) ,由 (5,3.77) 确 六 三 数 wakx]。 
由 x 兴 t+ 的 信赖 关系 可 由 {5.3,72) 第 一 个 方 香 似 助 45.3.79) 表示 
:为 


| dx 5 
:to=|., s(x) RLIy(x), x] (5.3.85) 


85.4 Jacobi 最 后 屠 子 * Jacobi 定 理 
1， 最 后 乘 子 的 Jacobi 定理 首先 研究 油 沾 方 律 
dx, dx 
Rx a 了 天, Ua a) 
它 可 改写 为 z 
dx Xdx:=0 (5.4.1) 
叶 方 程 第 一 积分 的 确定 上 刁 寻 求 刁 子 WH{x1，xs) 相 闫 。 在 方程 
《5.4.1) 左 边 乘 以 这 个 乘 子 之 后 ， 成 为 某国 数 (xl;，x;) 的 侠 微 
分 ， 即 
MX odx— Xdxs)=df (5.4.2) 
于 时 由 (5.4.1) 和 df 二 0， 而 人 x1，Xs) 一 const 是 方程 (5 .4.1) 的 
这 一 积分 。 因 


df = a ,+ 7 -xa 


与 (5 .4.2) 比 较 ， 符 
2- MX,, 站 .~ — NX, (5.4.3) 
由 此 大 
3 (5.4.4) 


这 访 古 积分 采 子 上 的 方程 。 如 果 已 知 来 于 下 Cx;，ws)， 奢 么 第 一 
积分 为 


jx, xz 二 | x, Xa Na Xa) dx 
1 


Ee 
-|, Mxio, Ka) (xio, wa)dxs—ctonst (5.4.5) 
20 


于 是 ， 和 寻求 方 程 (5.4, 站 第 一 积分 1xi;，xs} 一 const 的 问题 时 钻 
为 解 方程 (5.4. 生 ， 并 县 略 下 日 的 只 要 找到 此 方程 的 特 解 ， 即 积 
分 乘 子 形 的 任意 特殊 值 。 

其 次 ， 研 究 a 个 一 阶 方程 组 成 的 方程 组 


6 
Gx! dxo ,dxn . 
Ny {5.4.7) 

Yi= ye x, ii xn) {i=1, ii n) (5.4,8) 


并 念 设 在 XxX1，，xn 的 读 域 中 ，Jacoebi 行 列 式 


了 : E (Cy +t ” yn) 2 
= 一 - lr Pe 
D{x, “ers Kn) 0 《号 .4 ,9 和 


条 件 (5.4. 外 使 之 可 能 有 逆 袜 换 


3 一 和 1 =1, ,1) 《5.4,10) 
对 此 变换 ，Jacobi 行 列 式 


ee 一 4 I (5,4.11) 
现 将 关系 (5.4.8 对 时 间 求 导数 ， 则 (5.4.6)7 和 (5.4.7) 变 为 
5 一 (ya ya) 《5.4.12) 
= (5.4,13) 
这 里 
Ytyi, "> "(Sx ) (5,.4.14) 
k=1 


如 果 按 公式 45.4.10) 完 成 道 变换 ， 那 么 方程 (5.4,12) 和 (5.4.13。 
将 过 渡 到 方程 (5.4.6) 和 (5.4.7)， 其 中 


Nl (5 Y, ) (5.4.15) 


在 公式 (5.4.14) 和 (5.4.15) 以 及 下 面 公式 中 带 * 号 的 表示 其 中 变 
量 x 按 (5.4.10) 用 y 替代,， 带 * * 号 的 表示 其 中 变量 y 按 公式 
《5.4.8) 用 x 替代 ， 

现在 证 明 ， 在 变换 (5.4.8) 下 ， 等 式 


= 1 (Da 2 (5.4.16) 


字 际 上 上， 控 (5.4.15), 有 有 


于 | 年 贞 右 
a FT > a > ds 下 
3Y Ox, ap 
Tz1] r=1 下 二 | 


* EBB" 


人 机 i 3 3 类 鞍 
= 一 | | F "| | 
= 一 _o 
之 De 之 dyk dx ， 
从 上 3 
| dvs 了 32x 了 了 Dw, 
一 中 -| 二 Er 7 
2 2 > 本 | ‘ay | dy dy- ) 
=- > 人 ay， as 
=1 = dX dystys 


二 9 VY 9», | 


5 4.17 
93。 Xr Os (5 ) 
念 
VY Vay gx 
> 之 Xr d yd yp 
一 dxs dyr 
Da ,Ys PE 
我 们 来 计算 es 和 3。xs 。 四 
如 外 一 
dxn gx dys ! " {5 4 18) 
dxr Ys gx 0 kr 机 


在 (5.4.18) 中 国定 指标 r 并 使 指标 加 到 直 1 到 # 的 所 有 值 ， 我 们 
得 到 对 量 922 的 m 个 线性 米 齐 次 代数 方程 ， 带 有 行列 式 

OX, OX 

[yr ay 


=1 {5.4.19) 


‘OXs OX 
1 OVI Os 


" RT * 


3 了 do 和 《3.4.24) 代 入 54.T77， 得 到 


这 就 是 所 要 证 明 的 。 辐 
现在 研究 荐 儿 天 xxa， 攻 满足 关系 
证 ,二 MEX， (i=1, +, 1) {5 .4,26) 


其 中 型 王 开 (xi，…，2a) 显 某 近 了。 这 时 人 玫 助 变换 (5.4.10 
得 到 类 和 位 于 (5.4.14) 的 表 过 式 


站 一 ji (5.4.27) 
利用 (5.4.26)， 它 研 家 为 
YF, =M*Y, (5.4.28) 
对 函数 证 ;及 这 ,应 用 关系 (5.4.16)， 有 


加 3 这。 _ 3 30,) [和 
2 3 | ay, (5.4,29 
利用 {5,4.28) 和 {5.4.28)， 上 式 可 写成 
AUK | yanmar 
> Oxr > 站 | 《5.4.307 


我 们 称 函 数 王 (x， ，…，xn) 当 微分 方程 组 (5.4.6) 的 Jacobi 最 后 
乘 闻 。 冰 数 本 是 自分 巧 了 方程 (5.4.4) 的 考 广 方程 


dy1 dys 


这 样 。 由 公式 (5.4.33) 确 定 的 最 后 乘 子 37, 便 是 方程 组 (5.4.38) 
魏 积 分 乘 子 。 
由 (5.4.9) 和 (5.4.35) 得 和 馈 ， jacohi 行列 式 了 有 形式 


aa )) -AMY 一 总 .， 


1 0 :1 0. 
o 1 .| 


adj: af ,9fs (5.1,39) 
一 gx1 ax » _D(f;, fa Fa) 

和 D(xs, 吉 | Xn 

af af。.,.37。 


OxX1 Oxs xn 


据 (5.4.35)， 它 异 于 零 。 上 述 结果 可 寡 为 定理 形式 ， 
jacobi 定 理 如果 对 方程 组 


已 知 最 后 习 子 对 (x1，*…，xs) 及 其 4 一 2 个 第 一 积分 


falx1, ” Xn) Cy, fat, ~ Xa) 一 04， 
了 sa(X1，…，Xa) 一 Ca 
那么 通过 变量 赫 换 
由 1 一 Xi，3aXz os, n= fy 
这 个 方程 组 可 引 向 方程 
dy dys 


nm 一 


Y, YY, 
它 有 已 知 的 积分 彩 子 (7 ，…，3?a) 


[了 了 全 站) (5.4.40) 


区 3 Kn) 


“291 * 


这 样 ， 方程 组 (5.4.7) 的 积分 归结 为 寻求 带 已 知 积 分 乘 子 的 
一 个 一 阶 方 程 的 第 一 积分 ， 可 上 面 指 典 的 ， 通 党 归结 为 求 积分 
(5.4.5)。 | 

2. Jacobi 定理 对 Euler-Poisson 方程 的 应 用 、 当 四 个 积分 
现在 将 上 看 得 到 的 Jacobi 定理 应 用 于 Euler-peisson 方 程 。 如 
在 $5.3 中 指出 的 ，Euler-Poisson 方程 的 积分 妇 鱼 为 积分 方程 
组 45.3.4)7， 即 


dp da _dr dy _dy’ dy” 


一 上 一 一 全 -一 一 [一 


P Q 


RR F rr I" 
叱 方程 组 有 三 个 第 一 积分 (5.3.) 一 (5,3.11),. 妈 


Ap:+Bog:tCr: 2NMo(xo?T+ yey' 十 
二 一 | (5.4.41》 
Apy+ Baqy' TFCry -ea 二 12 二 7 一 1 | 


现在 建立 最 后 薪 子 到 的 方程 (5.4.31) 


UAMT) 和 3) FA NR) aMTY 


dp . dg dr - qr 
aMr), MT) py 
to yr ty = 0 (5.4.42) 
由 公式 (5.4.2) 得 知 
3P ~-aQ 9R -3 -3 ar” - 
3p dg 2r 97 2 37 (5.4.43) 


因 因此， 于 一 1 这 个 特殊 值 满 足 方 程 (5.4 42) ,而 训 二 1 谣 是 Euler… 

Poissona 方 程 的 最 后 乘 子 。 在 此 情形 ， 接 Jacobi 定 理 , 为 使 方 

程 池 结 为 求 积分 ， 只 妥 知 道 第 内 个 第 一 积分 (mn 一 介 就 够 了 ， 即 只 
= 292 ， 


要 对 三 个 积分 (5.4,41) 再 漆 才 一 个 独立 的 第 一 积分 就 足够 了 。 这 
个 补充 的 (第 四 个 ) 第 一 积分 , 明 经 众多 获 名 数学 家 的 努力 ， 闪 一 
般 情 形 中 尚未 找到 ， 
在 对 刚体 质量 分 布 的 限 抽 下 ， 即 对 常数 A444，B, C， xo,yo; 
zs 的 限制 下 ， 补充 的 第 一 积分 似 在 下 列 三 种 情形 中 求 得 。 
(1) Euler 情形 (x6 二 yo 一 Zz6 二 站。 在 此 情形 ，Euler 方程 
《5.1.5) 有 形式 
A +(C- Har= 0 
dg (5.4.44) 
Br + (A—C)rp= 0 


C+(B-Apg= 0 


将 第 一 个 方程 节 以 Ap， 第 二 个 方程 线 以 By， 第 三 个 乘 以 Cr， 并 
各 如 ， 我 们 得 到 第 四 个 积分 


A?p’+ Bg + Cr el 《3.4.45) 


(2) Lagrange 情 形 (4 一 了 ，xo 一 y=0)。 在 此 情形 ， 方 各 
《5.1.5) 的 最 后 一 个 有 形 寂 
dr _ 0 
= 
而 第 四 个 积分 是 
了 一 Ci (5.4.46) 
(3) KoBaNncBcran 情形 (A= 二 B= 二 2C， yg 一 Z*g 二 0)。 站 上 
述 条 件 下 ，Euler 方 程 (3.,1.5) 为 


dp 
2 9 十 rp 一 cj (5.4.47) 


dr 所 Ee ) 
dt™ Cy! (<=- 人 


=" 293 » 


将 (5.4.47) 第 二 个 方程 箭 以 := 一 [并 与 第 一 个 方程 和 加 ， 答 
2 Te 人- ir(piig) +icy” (5.4.48》 
将 Folsson 方 程 (45.1.7) 第 二 个 乘 以 工 并 与 第 一 个 相册 ， 得 
EOF sir ti ) ti "p+ig) (5.4.49) 
将 (5.4.48) 莱 以 Cp 十 i9)， 将 (5.4.49) 习 以 一 xe:， 然 后 相 如 ， 得 
Cpig):—e(y+ip)}=—ir((p+ig) 


—cty 二 i7")} (5.4.50} 
此 方程 可 改写 为 


于 iatpTig)* 一 c(? 十 ip 让 一 一 ir 《5.4.517 
用 一 ! 代 赤 1， 重复 前 面议 论 ， 我 们 得 到 
la( Cp~ig)—e(y—iy’)}=ir (5.4.52} 
将 (5,4.51) 与 (5.4.52) 相 加 ， 和 但 到 
和 latp+ig3 一 02 二 iD)MCo 一 ig2 一 c(2 一 让 一 0 


由 冰 求 得 补充 揭 第 一 积分 
{Cp+ig)—ce(y+iy (pi re yiy i=0s 
{5.4.63 


《p2 一 和 2 一 Ca 十 (2p& 一 ce 2 一 Ca (5.4.54» 
在 以 皇 三 种 情形 中 ， 癌 题 归 姑 为 求 积 分 。 在 前 师 种 铺 形 中 ， 
9 本“ 


Eulcer-Poisson 方 异 泊 通 解 歼 为 时 间 的 籼 圆 函数， 而 在 第 三 种 特 
形 妻 为 起 由 圆 机 考 


85.5 Elsr-Poisson 方 程 的 若干 特 
殊 可 积 情形 


Euler 情形 、TLagranga 情形 及 六 DBanme8cKaH 性 形 都 是 
下 uler~Poisson 亲 各 的 通 解 ， 如 果 不 低 对 项 入 分 布 加 以 跟 制 ， 而 
村 对 运动 的 初始 条 御 电 加以 限制 ， 则 找到 的 种 为 特 解 。 从 1890 年 
和 19 人们 是 机 :找到 九 种 特 解 。 

为 检验 这 些 特殊 可 积 悄 形 ， 我们 引进 算 邓 (3, 和 


7 一 及 一 Mor, 『 9 
pf 4 gr jsoY yd ) 


C—A M9 wn }# a 
+ rp (xoap"—zoy) 3 
9 _ 


+ 人世 = pt Yd (yoy 一 xy 2 


2 号 和 
十 (Cry 一 Gy }ay Cpy"—ry) 和 


， [时 
十 《0 一 下 六 ) Dr (5.5.1} 
友 ! 条 
E{F(D, gq, Ff, YP, P")}}=0 {5.5.2Y 
反 | 
Fin, g, rr, ,yy', YM)=const {5.5.37 


时 Euler-Poisson 方 可 的 第 一 积分 。 
1. Hess 情形 《1890 年 ) 在 上 ess 情 形 ， 对 刚体 质 显 分 布 院 
限制 答 浊 为 


现在 验 评 15.5,9 抽 是 肌 : 小。 全: 际 上 在 


{lr}=- A 个 0 (Mp) 


将 (45,5. 以 及 (5.5. 四 入 二 这 各 入 己 太 代 入 于 这， 得 


Etq} = + 9 (x cy" — 20) 


将 (5.5.8) 第 二 开 及 (5.5. 引 第 一 式 信 入 上 于， 
491= 0 {5,.5.11) 
甩 


FE{p— 2 中 or 二 《ze 一 yo 


Moare 1 下 
ry gy 
A0, ( gay ") 


利用 (5.5 史 第 二 式 及 (5.5.9) 前 两 式 ， 得 
| 一 93。 中- (5.5,12) 
BOOmAGB-CTOKIAIOB 情 形 的 解 是 特 解 ， 


3. CTeEKIOB 情形 (1899 年 ) 在 CreKn0B 情形 ， 对 刚体 
质量 分 布 的 限制 茶 件 为 


Mo 二 zg 二 0 (5.5.13) 
在 此 情形 有 
一 Jt (A—B){(4—C) 
了 ICC DD Nox (5,.5.14) 


" 287 。 


poprt dP) AC) 
Y PB A Moxe (5.5.15) 


AP?+(2B— Ag tOC— Nr iO (5.5.16) 
Aip2+4 BABo :FOC— AICr =L 


《2 号 一 本 ) (A—2C) 忆 


现在 用 (5.5.13)、(5.5.14) 和 (5.5.15) 来 验 (5.5.18) 利 
《5.5.17) 是 问题 的 各 分。 实际 上 上 上， 利用 (人 5.5.137 有 有 


EF{Ap? 4 (2B— AYg? (oC AYr?} 


BB-€C ， C—4 My n 
一 可 or 24p+( Brpt wo 


“ (2B—A) + 29 二 (和 pe 一 下 2 soy 


{2C— .4)- 2r=2pgr| (CB—C) 1 654 (2B—.A) 


十 


A (2C—A)}+ 2Mgxof 2B Bay" 


2 A i | 


将 人 .5.14) 和 (5.5.15) 代 入 上 式 ， 便 得 
ElAdp’i+(2B— AYg:++ (CANri}=0 (5.5.18) 
考 虚 到 (5.5,13)， 有 
ElA*p’+(28—A) Bgq*+(2C— A)Cr’} 


-C3 0) ent (Cr eer) 


了 一 Cs .4 一 日 十 (4 一 34)72 ,1_B-C 
| ” G 二 ] A 


， A—B _ MF, 下 A—B+(48~—3A)/? 
{ 和 = OC ”Xe = Cc 


。 尼 or| .27=2por | 人 


_ (8B— 3—C)(28— A) | B—C 


30H 一 2 -AC Mgy' xor 
-po 9 ok 一 (如 一 CC2 有 一 人 
2C4 


te (7 汉 )| hn 


Pe] 


5. Uall.IpPIrHHI 情 形 (1904 年 ) 人 在 9Uanamran 和 情形 ， 对 网 
往 质 量 分 布 的 限 苦 条 件 为 
9f2 有 一 4 人 2C 一 人 一 4 有 和 ，39eo 一 gp 一 (5.5.25) 


此 时 有 
—y'={6+2p-* 3) ee (5.5.26) 
—}y"=(eT Hp 3). po (5.5.27) 
其 中 
5=(B8—D(C—A) 2 (BEDCT-D). 
2C— 4 2aB—A | 
1 C3A4—28), jy 3(3.4 一 2C) , | (5.5.28) 
2C—A 2B—A j 
而 s 为 下 列 方程 的 根 


3 3 -42 一 -2C 一 如 ”as 
A (2B+2C—3A)s 9(3A—2B)(3.A—20) XaM 9 


(5.,5.29) 


和 并且 布 
人 一 (2 旦 一 个 (2 了 一 34)92 一 (2C 一 愉 (2C 一 34ra 一 0 


(5.5.30) 
利用 (5.5.,25) 一 C5.5.27) 容 易 验证 (5.5,30) 是 积分 , 因为 有 - 


EA p(B— A 2B—3A)g — (20C— A (2C— 3 A 


= (ar): 34 (Fr Me). 9 


B 
(3B— A)(2B—34) (po 一 387se ) 
2r(2C— A) (2C—3.4) 


=27gr| (8 一 C)4- C4 (Do 一 


CC 一 3 一 CPL- A RN) | 


2par| (BC) A— eA (2B— AA) B34) 


(2C— AC 0 一 人 2 一 2 一 3 


让 
+ 育 (28—A)(2B 4) jp 4 27qr[ 一 么 


CC 一 -0(2C 一 34) 十 二 (28— A)(2B—34)|= 0 


6 长 2walewski 情形 (1908 年 ) 在 Kowalewski 和 情形， 对 
刚体 项 量 -tt 布 的 眶 种 条件 为 


2001: 


© 


A=18C7 Bs 4 日 一半 一 站 《5.5-317 
地 时 有 
_ ， 3C—28 (3C—2B)(3C—48) 
MgY x xo 一 3Cj105 一 0 Mr{?— b(108— 9C) } 
(5.5.32) 
以 及 
omotD—to) :mmconst {5.5.33) 
其 中 
本 36C” 。 3f3C 一 2B)23C 一 4 号) 
(0B—90):' * 2 555005 一 上 0) 
《5 5.34) 


(5 为 常数 ) 
我 们 来 证 明 ， 繁 本 (5.5.3) 为 间 题 的 各 分， 必 有 (5.5.32). 
实际 上 上， 有 


是 
Elo” + 一 ec 人 (< p+ M9 #0) "20 


+ Cor * zmop( Pp—co) =29| < 本 rp Cr prme 


了 eur | 


-如果 
Eigq’+m(P—co)}=0 


员 上 式 插 导 内 的 项 为 零 ， 即 有 
— Mgy Yo 一 {c-4+ \B—C) 3 }: 


* 302， 


利用 (5.5.3 人 第 一 下 及 (5.5.34}， 便 得 
ov CCT2B fp (3C—2B)(3C— 38) 
Mg #03C 0 Cr BUI0B— 90) } 
717. TopadeB-HanITrHH 情 形 (1900 年 ) 在 了 OPANU8B~ 
EarnxpraH 情 形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 作为 


A=B=#4C, yo~=2n=0 {5.5.33) 
狂 时 有 
4tpP+oaP') tr 一 (5.5.36) 
4 及 
2 2 隆昌 gon 
r(p*:+ gg’) ?7"=0 《5.5.37) 


我 们 来 证 明 ， 答 使 各,5.31 为 问题 的 积分 ， 必 有 (5.5.36)。 
实际 上 ， 利 用 人 (5.5.35)， 有 
E {re*+a)— 一 py” }=(2'+0) (2py 


6 
一 天? -orz (aoy)+e(c4 rp 


Mgxe ")| -ee sf BC or Mgxe (oy pny’ 
+ Mae yo ey (ar) Gna 27’) 
一 一 人 《PP tq ) Ee y +ar{? 时 arte|—3rP 

+ Maso ?中 je .3 gr— Mae ptey 一 py 站 


“303 » 


— se 


一 (十 人 二 


E{r(p*+o) -YI gy" 上 9 


OC 
恒 得 (5.5.36)，。 
8.， Grioli 情 形 (1947 年 ) 在 Grioli 铺 形 ， 对 刚体 质量 分 布 
前 限制 条 柏 


ye=0, Vij—Cxe=v A-Bre (5.5.38) 

此 时 有 各 分 
{Azali Csorjo~ Ne? a ym0 {5.5.39) 
unr =n lst: Co.5,40) 


Bmotzen— xer)— (A OY (Cx? -SH pr 


ti gre tei) (ser zor) =0 (5.5.41) 
pq:+ri=c—=const (5.5,42) 
我 们 来 证 曲 ， 人 5540) 为 入 / 以 有 (5.5.39)， 和 欲 个 


《5.5.42 为 下 尼 检 (3.4 培 ! 中 1 基 虹 15.5.40 基 和 1 
分 ， 则 有 有 


1 7 一 忆 M2 
0 一 已 {xce 和 十 Secry 一 se 人 he gr 十 一 二 全 2 
A—B Mgxayt | [BB—A 过 一 如 
co C pa rc 7 上 "人 ce 人 -op } 


1 一 
+ Mgxozor’(, —)= 一 ,I(Axap+Czor)g 
— Mo(lxstz2)y’} 
于 是 得 到 
"304 + 


(Axapt+Csar)g— Mo(xt+22)y’=0 
如 时 45.5.42) 为 和 分 ， 则 有 


本 B~— 人 Ct HH 旋 辣 F 
o=E{p’ totr’}—ap (SC art y,) 


+2g| “4 ”pn 十 “8. (xop"— zoy) |+2r( = Do 


惠 肌 (5,4.,38), fm, 代 


a 一 之 ee 


a i gd tr 


A rc rr oe L 
—{ A A Fonrd mmol roer Der 


9 入 aTrz ax 情形 13553 年 ) 站 入 apJ8MoBaf i 六， 潮 
蹇 | 栖 ， j 开 全 村 人 i ; i 1 ， 出 于 


VME, > 二 一 VAC BS 一 .se 


CC 2 -2B (xe oy 


由 时 省 积分 


Amcospi Cromnf=n—= corst 


{ 
— or’ vait2ai =atbptb"r) (5.5.,.45Y 


其 中 


CD 有 CC 
sn 一 yc 全 二 SC 一 DT 


CC{A-B)(C—24) 
OT Vie- —A)3AC— BCATC)) 
piBIV x ta SP : {5.5.46) 
ToCOsp oe ‘esinp 


pr BTCIV 十 ecoSA | 


.OSA rsnNnp ! 


利用 (5.5.43) 丰 5.3.45)， 窒 场 验 证 (5.5.44) 丰 问题 的 简 


分 。 


需要 注 辣 的 奈 ， 诗 : pa von 情形 中 , 训 求 CC>?A> 2B， 
但 是 ， 对 刚体 来 说 这 个 条 件 去 能 实现 ,因为 写 4 二 BC 相 了 矛盾 。 


后 来 有 人 证 明 ， 这 个 条 作料 工 的 风 
体 是 可 实 鞠 的 。 


§ 5.6 带 陀螺 静 矩 的 重 刚 体 绕 功 定点 转 
动 问题 的 若干 精确 解 


带 险 巾 静 答 装 重 刚 体 绕 辐 定 点 主动 问题 的 起 力学 六 程 为 3 


-过 了 二 {CC— Bigr= erag 


+ Mol2er7'— vay") 
过 | 
By 十 (4 一 Crp 一 2 一 2ar | (5.6.1 
+ otra" —2ay) | 


d 
C- a +(B8— A}ng= 14—Aap 


+ g(t Yay y—xey’) 
= 0 * 


A—PB 久 ! 守 一 外 
+{< pt 


+ Ayop—xoy') | 
+ 让 Vi yo. pr rp yd 
a op dy 


+ (gr—p7') a {5,6.6) 


利用 算 子 (5.6.6) 可 验 还 问题 的 各 分。 

从 本 罕 纪 六 十 千代 开始 ， 人 们 售 助 不 党 关系 斑 法 找到 了 - - 些 
新 的 精确 解 . 

1.。 摊 性 不 变 关 系 

(1) XapnaMoB 第 一 解 (1965 全 )。 方 和 (5.0.1 人 1 、 {5.1.7) 
允许 有 线 竹 不 变 关 系 弓 


Ciipi+CaiadiCsir = {i= ] ， 二 人 (5.6.7) 


其 中 Cir，#1 为 第 数 。 这 样 的 处 立 基 系 不 名 十 王 个 ， 因为 在 栓 
三 个 独立 关系 的 情形 ,角速度 分 其 已 完全 确定 并 时 是 党 最 。 此 时 ， 
仙 速 度 关 量 不 仅 在 刚体 中 不 变价 且 在 帘 间 中 沙宣 丁 是 ， 有 三 个 
不 变 关 系 的 和 解 确定 刚体 绕 过 加 定点 的 国定 轴 转 动 。 设 
P=po, d=90, fro (8.6.8) 

网 E14p} 二 B49} 一 7} 一 0 给 山 

(B—Cor+ dar— id Mo{t2or’ ~— yop")—0 

《CC 一 rp 十 和 3 一 人 ar 十 gxey 一 5py)=s0 (5.6 9) 

《4 一 百 Jpg 十 119 一 %sp 寺 了 gfyoy 一 xy 一 0 
将 (5.6.8) 代 入 (5.6.9)， 可 确定 攻 ， 和 7 ，Jw 

特别 区， 当 4 一 和 as 一 和 一 0 时， 唱 归 针 为 Staude 永恒 悉 
动 。 
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(2)】 XapaaxfoB 第 二 狠 (1964 年 )。 对 刚 居 质 下 分 布 的 限制 
条 性 为 
yo=0, (2B—C)N2n = (2B— A)Nsxo (5.6.10) 
此 时 ,方程 有 两 个 线 作 本 之 炎 到 


Po 


二 :OO 6 6 11 

DY Vtag’ "Vx? 1 
其 中 常数 %* 由 等 式 

#2 N20B— A :+A oF— 0 ? {5.6.12) 


{5.6.10) 第 一 式 ， 币 


一 多 gr 一 办 ， YH 
Elp? -| ot Sr 十 2 9 十 -了 :op = 0 


E{r) {A pet oy |= 0 
由 以 上 两 式 消去 7 ， 得 
(B—C)grxetF tAdA— Bpgset (dar Nag)xe 
十 (19 一 和 :pjzo 王 0 
将 (5.6.11) 民 入 上 式 ， 得 


Ro HA 
07 5733 


一 和 YX5 十 如 126 站 


拍 花 插 导 内 的 项 为 零 并 注意 到 (5.,6.10) 第 二 式 ， 得 


vA XE 十 28 


并 一 (Msxe 一 和 se) 2 A—O) 
他 
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【2 二 5258 
一 TY 二 三 的 


1 2B—A):di 
YE 
=vV a2B— A) 222B—C) 
皂 得 到 (5.6.12)， 
特别 地 ， 如 果 久 1 二 一 和 4 二 0，% 天 0 如 zo 二 0,， 4 二 28B， 
这 些 条 件 成 立 )， 则 归 铺 为 BoGpineB-CTEKA0B 情形 ， 当 # 一 
0 财 ， 则 归结 为 物理 所 情形 ， 
(3) 有 一 个 线性 不 变 关 系 。 前 述 带 三 个 和 两 个 不 变 关 系 的 解 
已 经 完全 找到 ， 不 存在 其 他 解 ， 班 时 已 找到 带 一 个 线性 不 变 关 系 
的 四 种 解 ， 
Lagrange 情形 (1773 年 )， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 侍 为 
B=C, yae=26=0 (5.6.13) 


以 及 
Ns =0 (5.6.14) 
了 地 时 有 一 个 不 变 关系 
p= (5.6,15Y 
这 容易 验证 。 实 际 上 ， 利 用 (5.6.13) 和 和 (5.6.14), 我 们 有 


Elp}={- 一 < gr r 十 -2 一 9 


NH 


+ a (ze] 一 ye) 上 = 0 


在 Lagrange 情形 . 非 零 陀螺 静 算 的 加 入 并 不 改变 积分 的 形 
式 ， 


CpeTeHCKHH 第 一 解 (1963 年 ): 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 
篆 为 
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ya=0, VA(B~C) Xo=vC(A—B) za 
《5.6.I6》 
击 玉 
3 一 站 {5.6.17Y 
此 好 有 一 个 不 变 大 系 
‘iC(A—BIP+Ahi} ottC—B)ritAhstxo=0 (5.6,18) 


利用 (5.6.19) 和 和 (5.6.17) 竺 男 验 证 45.6.18) 是 积分 ， 实际. 
上 上， 有 有 
EI{CA— BYnt+h} za—{(C—B)rihs txel 


~={A—B8) zf 好 rr 一 2 人 十 - ze- } 


可 一 六 yr 
= ro | (CA—B)pFAL? zo (BC— CO)r—2s)xo | 
二 gr | 2 十 “2 


== 用 


当然 ， 上 上 面 最 后 一 政商 震 再 一 次 利用 [5.6.18)。 
特别 上 地， 和 如果 | 二 和 二 0， 则 (5.6,18) 成 为 
(A—B}pze t+(B—C)rxg=0 
利用 (5.6.16)， 上 式 也 可 写成 
dpxe 十 Crzao 一 站 
这 就 是 经 典 Fiess 情形 。 
Grioli 情形 (41947 年 )， 对 测 居 质 量 分 布 的 限制 条 人 忻 为 
ya=0, ww B—Cxo=~ A—B ze (5.6.19¥ 
以 及 
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一 “一 Ct) 
下 过 本 一 个 线性 不 空 关系 
Dxatras—n—= tonst {5.6,21) 
Napilaxona 入 一 艇 (1969 年 )， 在 此 上 6 形 盾 在 系 流 参数 二 的 
人 让 条 条 作为 
43 一 和， 五 2 一 0， 计 一 Ta 一 ojfaei 一 ao 《了 221 
个 人 闫 系 为 
v=m{(x—c)+ (5.6.23) 
祷 方 不 变 美 素 
1 小 YKROPCEKT 民有 形 (1885 和 全)。 在 此 定形 对 系统 入 训 和 韶 
. ' 


Ts TE 2 


-A 
a 


1 


1 
| 


Xo Yo 2re—t {5.6.94) 


小 人 5 


(-4P 十 2 二 (89 十 2 十 Cr 十 437 一 5 《5625 
bt, 下 人 ] A 
LCAp+o ToT 二 TC 


二 2 了 347 A4pD 十 入] 半 - 


， C 
2 839+ 1 [p+ TT 
~ .[ A—8 A19™Aan 
十 2 ri — Dy - 4 2 j= 0 


这 种 情形 是 经 与 Eualer 情形 的 推广 ， 
(2) XapnaMos 第 三 人 解 (1964 永 )、 在 此 局 形 对 系统 参数 的 
I 洪 刷 条 - 性 为 
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B—C 
A=18C 108—9C (5.6.26) 
平 六 不 变 关系 为 
aq tm phe) =mo (5.6.27) 
寺中 
< 一 36C? _ 个 二 41 10B—3C 
(0 号 一 9CJz， oo PC 


Ta BA0B-9C) ~ 


36C 人 和 1 
WoT (10B—9C):l2 &b (5.6.28) 
x 30—2B8)(B—C)(10B—90) [ 
BiC 


9 (3C—2B)?(3C—48) 


4 bpBi(C10B—9aC)? 
X(18C 一 36PC 十 17 吾 2 | 


ma 3C—2B 
— MoxaYy =r{3C 10B—gCP— 2%1 


3C(3C— 3) 
B10B— 9C)? 


(5.6.29) 


容易 由 (5.6.29) 验 证 不 变 关 系 (5.6.27)。 
当 X41 二 0 时 ， 便 得 经 典 人 owalewski 情形 。 
(3) XapnaMos 第 四 解 (1964 年 )。 在 此 情形 对 系统 参数 的 
恨 制 条 和 件 为 
?36 一 Zoo 一 0， 及 s 汪 gy 二 从 - (5.6.30) 
不 变 关 系 为 
和 一 Co 十 Cl 十 cz 六 {5.6.31) 


"13. 


~ CDA OC ” 
Co tA BA CHC | 
4 3BC~AB-C® | 
(2B—A) "(2C— A)’ | 
xX{A—2A (CHB) TACHIC+EB) 


5.6.32. 
— BCCS5C+4 BY}] ' (5 
一 站 和 1 _ 3BC~ AB—C’ 4 
CC 一 EC 一 4 “HAAB 
A{A—() 


2 (BAC—H) 一 
订正 


1— BA— 
Mar"xo=r| SAP 


| 3BC—AB—C!? 
二 


利用 (5.6.30) 逢 (5.6.33) 容 易 验 证 不计 关 系 (5.6.31)。 

特别 地 ， 当 1 二 0 时， 给 于 经 典 CTEEVIOB 情形 。 

属于 平方 不 玖 关系 前 还 和 有 可 oKIneg9 解 ， 入 8&pP5awoB& 
解 ， 闪 ap5aMoB 第 五 组 ， 溢 太 XapnaMoB-X2apaaMoBa 艇 等 
这 些 解 都 是 异 助 专门 轴 系 中 的 方程 求 得 的 *'， 

属于 商 于 二 阶 的 不 变 头 系 的 解 ， 除 长 o8amcbcKaa 人 居 形 外 
尚 有 四 种 和 1， 


习 题 


1。 试 证 ， 对 完全 一 丸 对称 情 形 4= 呈 = Euler-Poisson 
方程 丰 积 分 


Xo ye r= Const 
2。 斌 证 ， 当 CC 一 24，xe 二 ye 一 0 上 时， 有 


"S14* 


B 


(2C—A) F878B— A)P: 


一 0 (28—3A)p’ 3 (2) 


— MaxartIB—AC— A A(B— A CANPD! 


天 了 
一 124(3.42 一 4 有 CD2 (3) 


— Mgxay! (2C—A)=9{(B—A)(C—A)p 


十 SsC(2B—3A) pi! 3 } C4} 
~Mgxe7"(2B—A)=r|(B—A)(C—A)p 


+ eB(2C—3A)p"!? | (C5) 
黄 中 
2592(2B— A) *(20—A)? 


HE 人 


AIBTC ANB A yA 9 3 


试 利用 (5) 导 出 积分 (1)、 利 用 (4) 导 出 积分 (2)、 利 用 (4)(5) 导 出 
积分 (3)、 利 用 (1){3)(5) 导 由 积分 (和 、 以 及 利明 (2)(3)(4) 导 出 
积分 (5)。 

6. 试 证 ， 在 有 陀螺 静 沽 的 Grioli 情 形 中 ,和 窜 合 各 分 
5.6.21) 丰 在， 必 有 


Mov’'(x3t+28)=a{ 4( p+ Fp jrot Crzol 
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其 中 吕 , 为 第 ?个 重点 的 速度 秋明 ， 亿 虽 B.? 和 标 基 上 ;为 坐标 
和 时 间 的 函数 。(6.T .1 为 完整 约束 ; 《6.1.2) 为 微分 约束 ， 加 果 
是 不 可 各 分 的 ， 则 为 非 完整 约束 。 

当 表 达 式 (6 .1.1)、(8.1.,2) 的 左边 部 分 为 正 时 ， 就 说 约束 放 
检 ， 或 说 系统 脱离 约 末 ， 当 左边 部 分 等 于 零 时 ， 就 这 约 来 起 作 
用 ,或 考 钼 于 张 蜂 ， 换 许 之 系统 好 于 约束 上 ， 

2,， 单 面 约 束 加 在 系统 点 的 速度 和 加 速度 .上 的 条 忻 ”为 得 到 
单 f 面 约束 元 在 点 的 速度 用 吉 带 度 二 的 条 和 仔 ， 我 们 引出 砚 个 辅助 等 
式 。 注 意 到 胡 达 碟 t6.1.17 各 (6.1.2) 的 灵 边 部 分 可 作为 时 间 的 复 
侣 将 数 来 研究 ， 而 不 管 好 念 + 还 直 不 显 含 +。 给 时 间 t 以 正 的 增 
并 Af， 并 将 前 数 (十 A 和 六 s(t 十 A7) 按 At 的 升 阶 展 为 级 
歼 ， 得 到 


本 a d? qa ? 
fot tADS=f ot) + Ai 十 写 六 | +e, 
(6.1.3) 
一 1 dp 
PoelttAD=P) qr AttY: (8.1.4) 


其 中 es 和 9 分 别 表 示 4 的 过 阶 项 和 二 防 项 。 既 然 At 总 假 没 为 
正 的， 那么 这 些 分 解 式 中 国 数 了 和 多; 的 导数 必须 取 所 谓 右 导 
数 ， 即 在 A1 一 0，At>0 下 计算 的 导数 ，。 

C1) 如 果 约 束 fo 和 有 放松， 即 

fa>0, PaO 

那么 由 (6.1.3) 和 (6.1.4) 和 看 出 ， 不 能 确定 函数 了 和 ps 对 时 间 
的 导数 的 符号 ， 因 为 在 此 情形 函数 了 。 和 对 ,可 以 增 太 ,， 沽 小 或 
保持 不 变 。 

(2) 如 果 系 统 运动 与 约 来 fo 二 0 利多 ,二 0 适合， 而 时 刻 # 不 
基 系 统 离开 约束 的 时 刻 ， 那 么 在 不 赵 过 基 个 办 跟 的 任何 Ar 下 ， 
等 式 46.1.3) 和 (6.1.4) 的 左边 和 三 边 都 为 零 。 因 此 ， 在 此 精 形 ， 
在 时 刻 上 对 任何 在 等 式 
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了 aa 一 站 di -一心 ， dr =0 | 
dn 
一 加 
dO d's 。 | 
ps=0, "=0 0 | 


这 个 条 件 是 系统 处 于 约束 上 的 充 要 条 件 ， 下 述 条 件 只 是 必要 条 件 


fou=0, Sf 0, Sh (8B.1.6) 
Ps=0 SP" 0 (6.1.7) 
这 些 等 式 就 是 对 系统 点 的 速度 和 加 及 度 和 的 完全 确定 的 限 笛 。 
实际 上 ，(《6.1.6) 第 二 式 可 每 成 形式 
ysradf .4 ot =0 (8.1.8) 
(6 .1.6) 第 三 式 可 写成 
y grad,fo a+ Dsfe=0 (6.1.9) 


其 中 
a 内 2 ， 
2 * (959, 17 入 到 4 
+ 2 了 (9 a 
+_9. fe 加 十 _9 了 -2 


dys dy Dy dz 
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时 
.8 了。 ， 9 fs 十 i “ff, ， 
二 3 2 dy. YT 3185, a (6.1.10) 


{6.1 ,站 式 成 为 


2 
Y Bim .vw,+D,=0 (8.1.11Y: 
1 
六 下 
» BS ， a, + ) Bn. DD, 十 户 :=0 (6.1.12) 
里 一 上 p=] 


公式 (8.1.8) 和 (6 ,1.,11) 蚌 对 速度 的 限制 ，(8.1 .9 和 (6.1.12) 基 . 
对 加 速度 的 限制 。 


(3) 现在 假设 时 刻 ? 是 系统 脱离 约 末 fs 或 8; 的 时 刻 。 这 首 ' 
folt)=0, Pt)=0 

其 次 ,对 不 超过 某 个 并 限 的 任何 正 的 At， 有 
foalt+ADE0, Palti+AIDS0 


将 这 些 不 等 式 与 展开 式 (6 .1.3) 和 {6.1.4) 相 比较 ， 得 到 对 时 效 了 
成 立 不 等 式 


fe At 2 A 了 -十 aa 《6.1.13) 


2 -At 二 D>0 (6.1.14), 


这 些 不 等 式 在 无 沦 多 各 小 的 正 的 Af 下 咸 立 。 因 此 ， 出 (6.1.13》 
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得 到 


人 > (6 1. 15 
这 个 条 件 是 三 式 约 束 在 系统 启 IE 多 家 于 到 疝 吕 的 建 度 的 耻 制 。 
卫 肇 向 分 约束 加 在 韦 度 了 的 芭 件 与 古 


p01) -0 (6 1.16) 


Lr dr 。 
如 果 在 系统 离 盾 有限 约 点 下 的 了 时刻 成 立 不 等 式 -df 二 0， 
一 th FL or defa ..., Tr dt | 人 拉 开交 
逆 么 由 C6.1.13) 帮 出 二 阶 时 数 硬 322" 时 如 任意 竹刀 ， 妈 在 此 情形 


对 点 的 加 到 度 没有 任何 限制 。 如 虹 呈 所 一 0， 因 为 不 等 式 在 无 论 


包公 小 的 正 4 下 成立 ， 由 此 得 到 系 件 


{1l2 
0 (8.1.17) 


这 是 对 点 的 加速 说 的 限制 。 类 似 地 ， 出 不 等 式 (9.1.14) 每 和 若 ， 对 
微分 约束 在 系统 离开 约 开 的 时 刻 总 有 
di 社 0 {6.1.18) 
这 基 所 加 约束 在 约束 脱离 时 刻 对 点 的 贡 束 度 的 腿 制 。 
例 ] 作为 单 面 有 限 约束 的 葬 站， 我 们 研究 由 以 下 不 党 式 吉 
示 的 约束 "1 


吕 
c 一 》 p,=0 (6.1.19) 
于 一 工 


其 中 < 为 常数 ，P, 为 相 邻 两 点 癌 的 距 山 :Pi 一 (xy 一 1 
十 (yy， 一 ?+ 二 (zy 一 2 ,对 2 求 和 由 1 至 入 ,因此 xn41 
= RY Fl 1 此 约束 可 这 样 实 砚 ， 系统 的 质点 
基 备 在 长 为 ?的 不 可 修长 的 前 线 上 的 无 限 小 小 珠 。 
例 2 作为 单 徊 非 完 整 约束 的 例 闻 ,我 们 研究 举 径 为 卫 的 辐 
球 沿 固定 水 平面 的 深 动 。 假 设 捧 触 世 的 消 动 伏 在 x 轴 正 由 上 发 
- 322 。 


全， 于 是 有 有 

t— Roy:0 (6.1.27n) 
其 中 x% 汐 球 性 的 一 个 代 奈 ; or 为 奈 的 角速度 在 国定 轴 y 方 . 上 
的 投影 ， 用 Euler 角 及 其 对 时 间 的 孕 数 去 示 为 


wy =ISny — 9 Mnfcosy 


$8.2 单 面 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 
1. 单 面 完整 的 束 情形 流 单 果 完 整 约束 为 
falx,, rs Sp 克昌 (8,2.1} 
借 位 移 是 在 固定 时 间 t 二 为 约 上 史 扩 允许 的 元 限 修 位 移 (8x, ,BY,， 
者 2 ， 因此 有 
fotxrt DX, Me Ys, Te Der, +t) (6.2.2) 


将 (8.2.2) 展 开 闪 保留 一 阶 小 量 ， 得 到 
于 
falxr, ys, zo 四 十 和 gradyf rs,>0 (6.2.3) 
一 般 说 来 ， 不 能 出 46.2.1) 和 (6.2.3) 得 到 


>》 grad,f, -入 0 (8.2.4) 
ral 


税 当 (8.2.1) 取 等 号 时 ， 即 当 约 束 处 于 张 紧 时 刻 , 才 有 (6.2.4 成 
也。 

2， 单 面 非 完 整 约束 情形 没 系 统 所 受 约束 为 单 面 线性 非 党 
再 约束 


ps= Y BY. v0,+ D0 {6.2,5) 


下 三 了 


非 完 整 约 束 加 在 风 位 移 上 的 条 件 需要 在 违 度 空间 中 进行 研究 52。 
在 速度 空间 中 发 生变 更 57,， 出 (8,2.5) 得 到 
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> Bn TB7 二 也 ,320 (6 .2 .6 了 
仅 当 系统 和 处 于 约束 上 ， 即 (6 .2.5) 式 取 等 号 时 ， 才能 由 (6 .2.5) 和 |; 
(6.2.6) 得 到 


在 
> BY MM Br ,0 ‘6.2.7) 
rel 


或 者 按 通 第 的 sider 原则 '*?， 由 (6 .2.5) 得 到 


> BW . Sr,0 (8.2.8) 


t= 


§6.3 ”理想 单 面 约束 反 力 
现在 假设 有 一 个 约束 ， 例 如 f。 是 单 面 的 。 与 此 约束 相应 的 、 
可 能 加 速度 的 方 各 为 
和 
Y gradsfs * 4,+D2fo0 (6.3.1) 


研究 质量 为 m, 的 质点 ， 用 s* 过 记 作 用 在 该 质点 上 所 有 主动 力 
前 合力 以 及 除 约 东 fs 的 反 力 以 外 网 所 有 反 力 。 力 ss 使 质点 my 
产生 萌 加 速度 将 满足 不 等 式 (6.3.1)， 即 


N 
> ~ gradsfs - s,s+ Df 0 (8,.3.2) 
[| ” 


此 时 约束 不 产生 和 性 何 反 力 ， 而 所 研究 系统 的 运动 方程 写成 像 没有 
这 个 约 东 一 样 的 形式 
mrs =Sy (p=1,", N) 《6.3.3》 
但 是 ， 如 果 威 立 不 等 式 
“324 ， 


等 号 情形 下 约束 f。 ee 而 方程 (6.3.6) 与 (6,3.3) 合 


而 为 一 。 由 夷 得 出 结论 ， 单 商 约 束 的 习 子 4。 应 是 非 久 的 ， 即 
;0 C6.3.10) 
对 单 面 微 分 约束 pg 主 0 


， 结 论 仍然 正确 ，。 
对 双 面 约束 ， 如 果 所 如 约束 肥力 在 任何 虚 位 移 上 所 作 元 荔 之 
和 等 于 零 ， 就 说 约束 荐 型 点 欧 。 因 此 ， 对 理想 约 案 我 们 得 到 表达 
式 (6,3.5)。 理 想 约束 的 概念 可 以 推广 到 羊 曾 约束 情形 。 我 们 仍 
取 (6.3.5) 作 鸭 单 面 约束 反 力 的 解析 直达 式 。 因 此 ， 在 某 庶 位 移 
二 单 面 维 案 反 力 机 区 散 六 


全 一 Y BR, . ST,= >» AaBSfs 


=1 三 
而 BD 
+ 9 hs Y Bn or, {6.3,11) 
ss=l1 f=1 
特 (6.3.11) 与 (6,2,4)、{8.2,8) 比 较 ， 得 到 
5' AT = YR,. 6r,>0 (6.3.12) 
?二 


因此 ， 对 理想 钓 束 ， 约 束 反 力 在 系统 任何 非 释 放 翰 位 秘 上 的 元 功 
之 和 等 于 堆 ， 在 任何 寿 放 虚 丛 移 上 的 元 功 之 和 大 于 堆 。 必 须 注 
意 ， 在 释放 庶 位 移 和 情形， 所 给 有 呵 达 式 乃 是 有 条 和 件 意义 下 的 元 功 ， 
邑 ， 如 果 很 设 在 所 有 位 移 上 上 约束 反 力 保持 其 康 来 值 。 


§6.4 单 面 约束 系统 的 D' Alembert~Lagrange 


承 理 和 点 位 移 康 理 
1， DAlembert-Lagrance 头 建设 系统 受 有 Ga 个 有 限 约束 
falxy ,yo ,Fe, te0 (a= 


1 *+ PT 


《6 .4.1 
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b sy 
十 4 ) Bi . 5r,=0 (6.4.8) 
号 一 1 旦 一 了 


如 果 所 有 约束 都 是 双 面 的 ， 那 么 根据 (6.4.4)， 带 钠 训 局 子 


前 项 变 为 零 ， 出 (6.4 . 习 得 到 台面 约束 系统 的 了 Alembhert-— 
Lagrange 原 通 


S (F,—m,.a,) . Sr,.=0 (6.4.9) 
=1 ™ 


如 困 某 些 约束 是 单 面 的 ， 那 么 根据 {6.4.6)， 带 约束 刁 子 项 
.或 是 零 或 是 正 的 ， 由 (6.4.8) 得 到 


WW 
> (Fs m0,) + Hr, (6.4,10) 
cl 国 


其 中 等 号 属于 非 释放 克 位 移 情 形 ， 小 于 号 属于 释放 虚 位 移 情 形 。 
表达 式 (6.4.10) 就 是 单 面 约束 系统 的 D'Alembert-Lagrange 
原理 或 动力 学 普遍 方程 。 

2. 虚 位 移 原理 如 果 系 统 处 于 静止 状态 ， 质 点 各 速度 总 是 
堆 ， 即 


a=0 (一 1，…，) (6.4.11) 
特 (6.4.11) 失 入 (6.4.10)， 得 到 


s 
SF, 57 ,< (6.4.12) 
T= 


这 就 是 单 面 约 束 系 统 的 虚 位 移 原理 。 它 可 表述 为 对 单 面 理想 约 


束 ， 系 统 平衡 的 充 要 条 忻 是 主动 力 在 任何 厨 位 移 上 的 元 功 之 和 等 、 
于 或 小 于 零 。 


原理 (6.4.4 引 可 表 为 直角 坐标 形式 


x 
Xs6x,+Y,5y,+2,62,)<0 (6.4.13) 


rel 
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其 中 外,， 了 了,，Z ,为 所 ,的 投影 ， 
为 应 用 (6.4.13) 解 其 体 的 更 力 学 问题 ， 我 们 进行 下 列 演算 ， 
令 系 统 受 有 i 个 双 面 约束 


felxs, Ys, L200 (=1, 0, 1 p=1, ,NN) 
(6.4,14) 
以 及 后 个 单 面 约 来 
CE 
(8.4.15) 


其 中 ce, 具有 一 定 符号 ， 或 下 或 久 , 的 来 (6.4.14) 和 (6.4.15) 基 
在 虚 位 移 Sx,，8y。，52。， 上 的 条 件 为 


> fx.+ Heo», + fe8z, )-。 (6.4.16) 
和 
F F. 
了 (人 bx, + 9 0», + OB )=5c， (6.4.17) 
系统 平衡 方程 (6,4,13) 可 写成 形式 
其 
DY (X06xstY, By,+2, 62,) 一 5 (BAO (6,4,18) 


引入 不 定 履 子 2。 和 4s， 出 (6,4.16)、(6,4.17) 和 (6.4.18) 
得 到 
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知 量 :，%，Yr，，23w， 太 es，Ha。 

车 设想 虚 位 移 只 赔 离 一 个 约束 区 ， 例 如 脱离 约 束 

FI{x,, yr, 2s)=0 
其 作者 不 脱离 。 于 蚌 8c: 和 0，8ca 一 8cs 一 … 一 co 一 0， 前 
(6.4.20) 成 为 
信 区 二 上 C1 二 0 (6.4.23) 

但 8F<0， 栈 A18ci20， 即 辣 瑟 6c 具有 相同 的 符号 。 类 位 
地 ， 得 知 Ko 与 Scs 具有 相同 符号 人 8 一 1，…， 寺 ) 。 

进而 ， 令 系统 除 受 有 约束 (6.4.14) 寻 ,还 受 有 澡 个 单 区 线 
性 非 完 整 约束 


二 
Y Bw,+D,=E, (B=1,., mm) {6.4.24) 


P=1 


其 中 已 。 具有 一 证 从 号。 约束 46.4.24 训 在 虚 位 移 上 上 的 条 件 为 


S BY?. 8r,=8E, 


守成 直角 壁 标 形式 为 

DD (BBxe BODOv DBs) =HE, (6.4.25y 
鞭 中 BB 如 ，B，Bz 为 和 撩 是 BA 的 投影 。 类 位 于 前 面 的 计 论 ，, 
得 知 ; | 则 得 


Y,+Y a + $ fo 全 一 (6.4.26) 


(人 一 1 


方程 (6.4,26) 与 {6.4.14)、(6.4,24) 


:ee 
-号 。 


结合， 使 可 解 得 x*,，y，、… 


=，lo。 如 果 串 位 移 脱 离 约束 ， 出 ty 与 SP 具有 相同 得 


下 面 导 出 广义 涂 标 下 的 平 祷 方程 ， 
完整 的 ， 有 形式 


将 (6.4， 


>》|》(z， Qe LY, 0% 2, 9: 
*=1 


falxy, Vr Zs) 0a (Go=!, 
-其 中 Cu 有 一 定 符号 ， 3 个 坐标 %，， 
‘1 der ni 一 3 一 自 和 Cl “"* 


令 系 统 所 受 约束 全 是 单 面 


,1) (6.4.27) 


y,，Zz, 可 索 为 广义 举 标 
，c1 的 函数 ， 因 此 有 


x= 》 只 ze Be 


| 
SY; = > 3 Sgs 十 》 92 -Bea ; (6.4,28) 
时 一 上 本 十 上 
从 下 
5 359 二 2 ds de 
如 = ，, 四 一 了 
28) 代 入 平衡 条 件 46.4.18)， 得 到 


dds das 


=1 


DAG Y 2- +2, 


VY (XM ya +7, 3 


=] 


Nn 
D(X +tY, Sr +2, 并 
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则 有 
性 t 
» 已 :855 一 有 了 一 >》 CaBea (0.4.29) 
E=1 全 二 1 
假定 开 位 移 不 脱离 约束 ， 风 5x 一 0，8cs 一 L(G=1， ,站 ， 于 
是 得 必要 条 性 
》Q,5ds=0 (6.4.30) 
二 | 
了 
5 一 Y Ccs=0 C68,.4.31Y 
在 四 二 
出 Bq1，…，65gs 的 独立 性 ，(8.4.30 结 洁 
Qi=0, Qs=0, ,QO = 《6.4.32 四 


如 果 莘 你 移 虞 褒 约 直 ， 即 5 
二 0， 邮 由 (8.4,31) 竹 夭 忆 ,与 
6c。 应 具有 不 同 往 辟 。 

例 5 弹簧 一 站 图 定 在 空 
球 亮 内 的 球 心 上 ， 慷 一 羡 系 - - 
重 为 mg 的 小 球 。 设 挤 筑 自然 
长 为 i ， 弹 和 扯 出 性 系数 为 入， 
球 壳 的 半径 为 口试 求 小 球 
的 平衡 位 置 及 约 宁 反 力 《图 
站 一 1 ) 15] 

[ 解 ] 约束 是 单 面 的 ， 可 
写成 


x 二 yy 十 2? 一 R=ce (ce) (6.4.33} 


车 弹 先 拉 长 至 1， 则 漳 壬 恢复 力 为 (1 一 10)k8。 设 小 球 举 标 为 (x， 
y，%)， 则 主动 力 投影 为 


X=~I)R ,Y=—(—I) hk 
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86.5 受 单 面 完 整 约束 的 完整 
系统 的 运动 方程 


1， 问题 的 提出 ” 设 力 学 系统 的 位 置 出 # 个 广义 坐标 外 ,"…， 
类 季 定 ， 并 受 有 一 个 理想 单 面 完整 约 玉 
ft, G1 0 (6.5.1) 
下 中 淆 数 子 基 光滑 的 。 我 们 米 人 研究 系统 的 运动 。 
为 简化 (6.5.1)， 我 们 作 释 找 gi 二 f(t, 了 7) ，93 一 
讲 2 ，，gn 一 rn， 于 十 (8,5.1) 具 忆 单 拱 式 


1 (6.5.2) 
设 伍 换 后 的 Lagrange 男 数 为 
L=T—V (6.5.3) 
其 中 
T= Yeisen 9) ;9 (C6.5.4) 
i=1 J=1 
VF=V(g,, g, +1) (6.5.5) 


分 别 为 系统 的 动能 和 势能 ， 而 9=(gz*，…，ga。 谈 换 后 的 广 艾 
力 为 Q(t, gq1, 9)。 

2. 分 段 描 述 方 法 为 解决 问题 (6,5.2)，、(6.,5.3)， 可 进行 
分 段 措 述 。 

(1) 连续 运动 阶段 。 如 果 91 计 0， 则 可 用 第 二 类 Lagrange 
方程 


dd 3 aL 0 (1 .. 。 
来 描述 运动 。 


《2) 开 措 阶段 ， 加 果 存 某 时 刻 {==1* 坐标 gq 变 为 零 ， 那么 
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对 人 而 约束 发 年 殉 捷 ， 证 础 挤 是 绝对 尘 往 的 ， 则 下 碰撞 前 后 有 有 关 
系 ， 
(t+t0) = (1*—0) (8.5.°) 

而 与 其 他 坐标 相应 的 广义 动量 不 变 。 

将 91C1* 中 0) 作 为 方程 (68.5.6) 的 初始 条 件 以 确定 下 一 次 磁 擅 
前 时 间 间 了 梧 内 的 连续 运动 。 然 后 再 考虑 某 时 刻 t= 二 1** 众 标 gi 又 
变 为 零 而 发 生 磁 接 ， 邵 此 等 等 ,可 研究 运动 的 全 过 程 ， 

分 段 描述 方法 的 居 上 感 在 于 它 很 直观 ， 馈 点 在 于 不 能 一 下 于 得 
到 运动 药 全 过 程 。 为 求 得 运动 的 整体 性质 需要 不 断 改 变 初 始 条 件 
以 确定 下 一 次 硕 撞 前 册 间 河 隐 内 的 运动 。 

汶 充 服 上 述 缺 操 ， 我 们 条 望 找到 一 种 不 必 分 铬 的 信和 狼 摘 述 方 
法 ，。 

3.， 全 程 措 述 方法 “所谓 人 双 各 描述 方法 基 指 在 系统 中 实现 变 
量 替 换 ， 重 单 面 的 束 在 新 变量 中 的 限制 消失 。 

(1) Rouih 孜 数 的 构成 。 令 Qi 一 s， (9 ,4 ) 一 》， 


由 
Le lagiA, srl, s, C6.5.8) 
将 动能 矩阵 有 4 分 块 如 下 
br. 
.4 一 | 
oa! (6.5.9) 


oa11: bi Gre **, Cin. 
Ay={ars}, C2,",n) 
于 是 Lagrange 函数 表 为 
L=SC08° T2369 tg Ad) Vt, s, y) (6.5.10) 
广义 力 为 SG， 5，9)，Y(f，s，3), 广义 速度 用 各 应 的 广义 
动量 将 代 ， 可 在 研究 中 引入 Routh 男 数 。 由 46.5.10) 得 
.336， 


p= sbtAy ) 


y= AT(p— 8L) 1 
Routh 函数 为 


Rolld,s,y, Ss.) py 


(8.5.11) 


= 了 (ob?Ai 1b)8? 一 -- » PTAT p+SpT AT EY(t,s, y) 


(6.5,12) 
(2) 涅 训 沿 变 攻 与 运动 方程 ， 现 作 非 光滑 变换 
8 一 ' 革 ， (6.5.18) 
变换 (6.5,13)? 的 首 变 和 售 是 非 单 值 的 ， 但 在 下 而 的 研究 中 不 发 年 任 
短 围 难 ， 因 为 并 不 需要 实行 道 变 痪 。 所 作 变 换 对 任何 < 都 肯 事 满 - 
是 约束 方程 s 安 0。 考 拱 到 变换 (6.5.13) 后 ，Routh 函数 订 写 成 . 


R(t X,Y ,Ft, DE Ri, wi, YF, FsgEnx,p) 
— RotipniAr'bsgnx 


| 
Ro sy(obr AT Os mp A pV(t, ll ,2) | 


(6.5,14) 
设 相应 于 3 的 广义 力 为 5S, 相应 于 新 举 标 x 的 广义 力 为 么 ， 
因 六 六 为 的 虚 巧 


S'S65= 人 A Bx 
x 


5 二 XSENX 
改 
入 一 向 S 名 卫 忒 (8.5.15} 
因 对 新 变量 的 系统 单 面 约束 被 消除 ， 那 么 基于 Routh 函数 
的 运动 方程 可 研究 作为 变 熏 xx 的 Lagrange 方程 以 及 对 变量 ?， 
pp 的 Hamilton 方程 。 系统 的 运动 方程 为 
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1 (0.5.18) 
AR A | 
一 一 ， — 一 - Y i 
4 DD ? ay 
据 (6.5.14) 丰 i 
daR apR_ d dR -as +( d 9. 
dt at Bx dt di: ax dt dg 
一 让 jan”Ai lbspgnx (6.5.17) 
—ip” Ea {CAT'bsgnx) 
— CprAiib)sgnxt prAT'bs (sgnx) 
di ?1 dx 
一 之 P? AT 1 (sgnx) zip” Eee ‘b)sgn 
=[ 4 7 AT1D)—z "Ab) |sgnx (8,5,187 
dy Dn 1 2 Dx 1 加 
项 下 
OR OR 十 二 4T15sgnx | 
dn 9 有 » (6.5.19) 
dR 9Re ,9 ， 
ay dy Tay Cn A Desens 


将 (6.5.17),(6.,5.18),(6.5,19) 和 (6.5.15) 代 入 方程 (6.5.16)， 
我 们 得 到 [6] 
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d aa |s— 


-一 一 二 一 


d 
di Be Ax dr Pi) 


xn" A118) senx | 
! 


y— dt — AThSENY 
dn 


六 二 te 站 一 《万 7 ATib)senxy 

订 各 (6.5.30) 印 为 受理 想 昔 面 完 整 约束 的 完整 系统 的 运动 方 
程 。 这 些 方 程 仅 包 含 第 一 类 间断 点 ， 并 确定 在 无 限时 间 间 隔 上 的 
解 ， 福 述 进 入 约束 、、 和 约束 运动 以 及 脱离 约束 的 整个 过 程 ， 

《3》 进入 纳 束 的 研究 ,分 析 进 入 约 东 的 和 解 可 分 两 种 情形 ， 尘 
= 于 

在 第 一 种 情形 ， 系 统 中 将 引起 磁 拉 ， 在 碰 撑 时刻 所 有 广义 速 
符 s ,都 发 生 间 断 。 但 此 于 系统 运动 有 如 下 三 条 人 性 质 . 

第 一 ， 在 碰撞 时 间 ， 与 未 加 约束 的 广义 坐标 相应 的 广义 动量 
五 是 连续 的 。 这 由 (6.5.20) 最 后 一 个 方程 可 以 看 出 。 

第 二 ， 在 其 上 加 上 约 求 的 变革 的 速度 平方 在 碰撞 时 刻 不 发 生 
间断 。 实 际 上 ， 据 (8 .5.20) 的 第 一 个 方程 ， 得 知 # 候 时 间 的 连续 
函数。 此 时 和 由 8 二 Xsgnx 得 到 8 一 52 ， 它 记 是 连续 图 数 。 

第 和 三， 系统 动能 在 磁 撞 时 不 发 生 间 断 。 为 证 明 这 一 性 丰 ， 用 
名-， 良 -，4_ 表 记 碰 撞 闻 的 广义 巡 度 和 动能 ， 用 58; ，#:， 了 4, 吉 记 
人 磁 反 后 的 广 妆 速度 和 和 动能。 出 (6.5.10), 有 


T= (sit2s by 十 gz) (6,5.21) 
,根据 前 两 条 性 质 ， 得 


gibi A y= .Ay | 


(6,5,22) 
二 一 霹 - 


由 此 得 到 


"3339 =， 


中 一 25_dT15 十 了 (86.5,237 
将 (46.5.22) 和 (6.5.23) 代 入 (6.5.21)， 有 


人 ,一 《03 一 23 -7(23- AT1b+Y.) 


t(28_ AIT OTY YT A (28 ATIGTY ET (6.5,.24) 
这 就 证 明了 碰撞 前 后 动能 不 变 。 

在 第 二 种 情形 ， 即 x==0，# 二 0 的 情形 ， 系 统 无 榜 抛 地 进 入 
约束 。 以 后 在 某 疏 时 间 内 系 筑 可 沿 钓 束 运动 。 因 几 ,系统 的 Lag 
range 部 分 自动 地 满足 值 x 二 0， 而 Hamilton 部 分 描 述 沿 约 束 
的 运动 。 这 种 运动 一 直 延 法 到 注 足 不 等 式 


dn 1 ofr-in oF 
dr DAT D+, 3 (DAT PTS+ 0 (6.5.25) 


此 不 等 式 的 左边 态 是 方程 (6.5.20) 第 一 个 中 不 依赖 于 zz 的 雇 有 
项 ， 在 方程 中 这 些 项 前 面 有 因子 sgnax。 如 时 不 等 式 (6.5.25) 成 
闲 ， 那 么 其 左边 部 分 就 是 约束 反 力 。 仅 当 这 个 不 等 式 破坏 ， 系 统 . 
才 脱 高 约 束 。 

必须 注意 ， 允 于 首先 实 闪 沿 约 东 的 运动 ， 在 革 了 时 刘 不 等 式 
《6.5.25) 改 变 符 导 ， 除 相 呈 扣 实 运动 的 解 外 还 有 一 个 般 ， 即 对 所 
有 +， 有 xx 一 0。 这 种 解 对 某 些 初 条 件 前 不 唯一 性 是 当 x=0 时 变 
换 s 一 |x| 退 化 的 自然 结果 ， : 

例 4 带 单 面 约束 的 数学 提 

如 图 6-2 所 示 ， 捍 在 锅 垂 平面 内 运动 ， 其 位 置 用 极 坐 标 r, 
y 来 确定 。 在 质点 到 最 挂 点 的 距离 上 加 上 约束 

7 二 -也 

试 研究 摆 的 运动 

[ 解 ] 引进 量 s 一 RR 一 +， 网 Lagrange 区 数 为 


L= Sm[ls?+(R—s)’y 1 tma(R—s)coy 《6.5.26y》 


“和 人。 


约束 为 
sz0 (6.5.27) 
外 (6.5.9) 和 (6.5.14)》， 有 


0=m, b=0, Al=m(R—s)? 


-Ts p° 2 | oy 
Ro= mi 一 (R— x)- +mg( RI xi)eosy 
2 2 


方程 (6 .5,20) 有 形式 
mtx, y, psgnx=0 


1 
Glx,y,p)= -2 (CR 一 ieD ?tmgcosy | 

| 

| 


$= (CR—Ix), P=—mog(R—.x)siny 


对 党 x 二 0 的 运动 ，S(x，y，D) 六 0。 此 时 ， 第 一 个 方程 为 
加 笑 式 ， 后 两 个 方程 有 形式 


y= Be P=—mgnsiny (6.5.29) 


这 便 是 众所周知 的 数学 摆 方 程 。 当 表达 式 Gtx，y，D) 改 似 符 号 

有 时， 质点 便 脱 离 约 束 。 由 先 滞 约 束 运 动 而 后 脱离 约束 运动 所 组 成 

的 轨道 满足 方程 (5.5,28)。 但是， 正如 前 面 指 出 钓 ,轨道 x= 人 6 
{对 所 有 们 鹿 满 足 方程 并 且 不 依赖 于 约束 反 力 的 符 导 ， 

我 们 研究 方程 组 (6.5,28) 中 的 带 磁 撞 的 特殊 运动 。 为 简单 起 

久 ， 职 初 条 性 为 1=0，x(0) 王 xo, 0 过 xo 芝 R40) 一 0,9y{0)= 
0，p(0)=0。 方 程 解 为 y= 二 9，p 三 9， 人 而 x* 满足 方程 

EA rd (8.5.30) 


可 以 验证 ,方程 (6.5.30) 的 通 解 为 
z=o ([ 7604s— 7) 
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假设 训 ,二 很 小 ， 取 派生 方程 以 二 2 二 A 二 0) 的 解 作为 谈 
扩 方 程 


C(x, zr, PI) x—=rcosP, 2=—risinp (r>0) 


(6.5.34) 
在 新 空 避 中 方程 (6.5.33) 有 上 避 式 
=— hrsin Pp — DAM sn 
+eQ MDP) sinygsingp 
P=90— hsnpesp— nr 1ANM Pcop (6.5.35) 


+etro) 1 Ni) sngeosP 
四 — 


(CNP)—=sEncosP) 


这 基带 一 个 慢 蛮 壕 + 利 两 个 快 相 邓 及 六 的 标准 方程 组 ,， 可 用 平 
均 法 米 研 究 ， 研究 企 民 形 式 的 共 氛 ，#@ 一 m 仙 二 *， 其 中 为 
整数 , X 是 小 量 。 按 研究 共振 的 方法 ， 引 进 慢 煌 0=n 一 m9， 
此 时 让 


p=." (mp +0) (6,.5,36) 


将 (6.5 


36) 代 入 (6.5.35) ， 在 1 一 1， 纵 二 2， 一 1 2 下 对 全 
取 笠 均 ， 得 到 


二 一 br 二 acosn 
站 一 和 十 Cr 一 Cr ‘sing 


(6.5.37) 
bo a Ake(—1)* 4kOA 


2 TQ(4k2—1)' 7 ， 


于 其 他 的 x，m 没有 共振 ， 
福 稳 状态 方程 的 解 有 形式 


"S43 + 


ox ,Va +y) bc | 
"ot 
| 
cos6 = ro | {6.5.38) 
他 
| 
ging 一 区 十 人 | 
六 好 2 


业 re>0， 故 应 有 exX<0， 因 此 ， 如 果 A>0， 恒 稳产 态 在 前 兴 
振 域 (no 一 mQ 必 中 实现 ， 如 果 A<<0, 在 后 共振 域 (nw 一 m8 之 0 
实现 。 共 振 状 态 还 有 一 个 实现 条 任 ， 即 az (5? 十 X?) 一 b*c? 守 0， 
或 在 蛛 和 参数 中 表 为 
22《4 生 2 — 1) 2 wm? QATh? Ch: tA) -1 (6.5.39) 

由 此 大 出 ， 当 上 =0 或 A=0 轩 , 形 如 8 二 1]，m= 二 28,， 衣 二 
1，2，… 的 所 有 共振 可 实现 ， 如 果 48 关 00， 那么 从 其 个 数 四 开始 
共振 不 出 现 。 _ 
下 面 研 究 解 人 6.5.39) 的 稳定 性 . 将 r=ro 十 x*，9 一 096 十 9(F， 
虽 为 小 量 ) 代 入 (6.5.37) 并 注意 到 (68.5.38)， 得 到 


Fbr (ro 十 cy 全 


二 和 ~ 
9 = ?~P0 
其 特征 方程 为 
| 十 昌 Arate 
x :二 0 
| ro 六 十 如 | 
部 


加 二 280 十 6 十 (YYro 二 er5l 一 0 
由 此 得 解 (6.5.38) 渐 近 稳 定 的 充 要 条 人 忻 为 

B>0，r 全 一 C%K DB 十 和 371 {6.,5,40) 
将 第 二 个 条 件 与 (6.5.38) 比 较 得 知 ， 与 (6.5.38) 中 上 上面 符 号 租 应 
茸 幅 频 特 性 分 支 是 稳定 的 . 
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gi 让 0 (6.5.45) 
在 与 约束 谱 捞 期间， 系统 的 运动 下 下 述 方程 销 述 ， 


= 
oh 
性 
i 


《6.5.48》 
-4 ar _ ar， (kh 2.. 
df dd 899， 
其 中 已: 克 示 汐 束 友 力 ，>igj 关 0 时 ， 下 ,二 
在 系统 .中 作 广 闵 举 乓 变换 


9 一 已 |， qs 人 PQ), QO) ! 

， | | 
J=det -0 -| 0 P= P,P ) , (6.5.47Y 
Q=(0, ,0,) 


其 中 西数 中 * 如 此 选取 ， 使 得 动能 在 新 求 标 中 的 妆 达 起 


T= ao oo6， 


满足 关系 
.im 一 日 (m= 2 人) {6.5.48) 
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这 是 对 


za Y e130 (7 一 2 只 
的 线性 齐 次 方程 组 ， 由 (8,5,47) 得 知 其 行列 式 不 为 宪 ， 轩 此 
革 了 一 站 


即 


Pais(Q:, PF6'=—ars(Q1, $) 


了 = 
(f=2, ,nn) {6.5.43) 
对 他 二 的 线性 方程 组 (6.5.49) 的 行列 式 乃 是 动能 全 
沽 阵 的 主子 式 ， 关 此 它 蜡 于 零 ， 而 方程 (8.5.49) 可 解 出 导数 
:十 
, Qs (i=2, -, HH) (686.5.50) 


对 函数 9 建立 Cauchy 问 题 (16.5.49)、!6.5.50)， 其 中国: 起 独 . 
立 变 量 作 用 ， 而 ;为 初始 条 件 。 因 当日 1 一 0 时 据 (6.5.50}Jacobi. 
行列 式 符 了 于 一 ， 那 么 变换 (6.5.47) 可 道 条 件 至 少 对 充分 小 的 总 ， 
成 芯 。 

进 丽 ， 认 为 在 系统 (6.5.44)} 中 变 换 人 6.5.47) 已 经 实现 ， 而 ` 
dm=0{m=2," 。 此 寺 方 程 (6.5.46) 成 为 


1 1 9 1 十 &i 1 


C6.5.51) 
ad gj _ aL -0 {R=2,.", 1) 


当 9i 天 0 时 ， Fi=0; 而 当 王 和 ;一 0 时 ， 通 数 玉 如 此 确定 ， 以 使 
广义 多 速度 g 1 为 可 能 加 速度 。 有 奴 然 a1 1 半 0， 邢 各 就 有 


"d+ 


Fi max| 90, 一 9 ， } 【6.5.537 
d9i ili=+o0 


(2) 辅助 系统 。 现 在 确定 辅 盈 系统 邓 *， 其 Lagrange 函数 

工 * 由 工 中 gq;y 用 lg;| 趟 代 所 得 ， 其 广义 力 由 (6.5.52) 给 出 。 对 系统 

六 和 用 * 的 轨道 Q@(?) 二 (gi (2，9 (和 QQ*(1) 二 (qT(1) ,gq*(1)) 
满足 下 述 关系 

q(t) = tor (1)| , 9 =a*(i) {8.5.53) 

实际 上 ， 当 生 之 0 ， je 而 秀 道 已 ( 蕊 和 台所 世相 量 


合 。 由 于 一， 2 一 和 -5 3 对 gi 是 偶 画 数 ， 而 3 是 奇 前 数 ， 


系统 好 的 运动 方程 在 dt 一 时 俯 协 变 折 8T 一 一 4 而 过 小 到 方程 
(6. 5.46) ,那么 关 芝 (6,5， 7 


在 曲线 Q(t) 上 量 -9 二 在 碰撞 时 仍 是 连续 的 ; 由 于 约 束 的 理 


坊 信 动能 也 是 过 缮 的 。 因此 ， 由 于 a1m 二 0, 攻 他: (| 也 是 连 
续 的 。 同 祥 地 ， 上 曲线 Q*(1) 是 作用 


[CRD, "(1), Da 
的 泛 范 极 值 ， 困 此 在 蔓 线 的 每 一 点 好 (t， 双 (为 是 连续 的 ,因此 ， 
筑 撞 后 雪 道 Q( 仿 和 Q*( 的 切 矢 量 对 平面 g, =0 是 对 称 的 ， 而 关 


系 (6.5.53) 保 持 。 这 就 证 明 在 所 有 时 间 (6.5.53) 都 是 对 的 。 
《3) 正则 形式 。 置 


L* , 
p= 全 (j=1, 2 1)， H= Y psds—L* 
二 1 
系统 型 + 的 运动 方程 写成 正则 形式 
一 dat oani dps ped — 
dt dans df dgs G1, 2, n) 


其 中 由 于 (46.5.51) 和 (6.5,52) 锋 置 
“348“。 


辅助 系统 于 的 过 动 方程 有 形式 (6.5.54)、(6.5.55)， 其 
Harmiitoana 函 数 为 


,2 FOPY ps 
TT 1 ps Pp Q， 6.5.61 
£ Pt ny 十 FE 和 六) 二 |Q1] { ) 
于 由 
=2CQ oo) ,= 六- 
我 们 证 纸 迹 动 的 其 些 特殊 情形 。 
MQ =P 1 二 O08， 撕 虑 语 碟 线 运 荔 。 此 时 多 一 节 一 名: ， 六 1 一 
1 一 1 ， 而 Hamijton 际 数 (6.5.61) 有 形式 


Hl Lo ™ EQ ) Pitf(Q,) (6.5.62) 
9 | - 2 ppn 
0- |, ,0 EU+E’ PEf"(Q2)] 
Fi(o0ga ix ) 0 (8.5.63) 


其 中 x 各 4 分 别 为 向 线 的 草率 入 对 神 轴 的 倾角 ，v 为 点 的 速度 。 
如 果 '(x0) 一 0， 则 系统 可 有 如 下 运动 : 质点 周期 地 在 上 曲线 
上 姚 起 ， 而 其 祺 坐标 为 常数 旦 等 于 xu 。 
实际 上 ， 因 一 9， 故 GG 一 0， 而 (6.5.59) 有 解 P 一 Q;。 于 吕 


$=0Q,, 加 一 各 -1 (6.5.64) 

又 
{ 1 - 
i (8.5,8 } 


将 (6.5.64) 利 (6.5.85) 民 入 (8.5.61)， 得 Hamilton 孙 数 为 
350 + 


H=1P? + 二 P+f(Q2) 十 {Ql| (6.5.66) 
而 Hamilton 方 程 为 
OP 
疡 一 一 - 引 一 一 snQ， | (6.5.67) 
Pr 90 fo 
容易 验证 此 方程 组 有 特 解 


Qt2(2) HI], Pi=(26)~ ltl | (6 5 68) 


2 一 区 0， 2 一 ( 


其中 站 为 跳 起 高 度 ,r 一 4(21152 为 运动 的 周期 ( 即 第 局 欠 和 第 站 十 2 
次 磷 扣 间 的 时 间 疗 阳 ，R==1，2,，*…"…)， 

合 7 带 理想 单 面 约 束 的 刚体 运动 

设 元 拓 无 杰 上 同类 面 的 刚体 于 重力 场 中 在 水 平面 上 方 运动 。 在 
运动 期 间 刚体 可 与 平面 碰撞 。 设 碰撞 是 绝对 弹性 的 ， 而 平面 是 绝 
区 光滑 的 。 试 研究 刚体 的 运动 。 

[ 解 ] 到 空 间 辐 定 人 举 标 系 oxyzs， 其 原点 在 平面 上 ， 输 oz 钵 
牌 启 上 。 裁 与 刚体 相 固 联 和 的 翟 标 系 G575 ， 其 原点 G 为 刚体 质心 ， 
其 贺 为 中 心 惯 性 主轴 。 轴 0z 方 疝 亲 位 拓 量 7 在 举 标 系 G6%W6 中 有 
分 量 

yi=singsinp, ,=sngcosPp, ys =c080 (6.5.60) 
其 中 区 ，8， 多 为 Euler 角 ， 

设 呈 是 刚体 表面 最 接近 水 平面 0xy 的 点 ， 它 在 GENE6 中 的 举 标 
上 ,9 ，6 是 角 0，P 的 函数 并 表 为 1 了 (EE，，5) 二 0， 这 纵 出 网 体 志 
独 的 形状 。 

设 x*，y，2z 是 质心 在 0xyz 中 的 坚 标 ;mm 是 团体 质 是 ;9 是 恒 


* 3351 ， 


力 鼎 速达 ，44，B，C 是 司 休 主 如 性 于 ; Pp，9g，+ 基 角速度 在 Ce ， 
GY，G5 上 的 绕 影 。 系 统 的 动能 与 要 能 为 


— 1 i 点 1 * 2) 
T= sm(é* +9 ta) tCAp’ + Ba tCr’) 《6.5.70) 


矿 一 入 昌吉 
其 中 
p= PPi+ 9cos 几 ，g 一 划一 Sin 9 
+ 二 $cost + 9 
在 刚体 上 加 上 单 面 药 来 
jd (8.5,71) 
其 中 
如 一 一 (yi 十 9272 十 Sa) (6.5.72) 


是 刚体 质心 到 通过 点 己 的 水 平 商 的 距离 。 汽 系 16.5.71) 开 明 ， 点 
P 不 慨 于 平面 oxy。 
作用 在岗 体 于 的 和 外 坟 有 重力 以 及 磁 搁 时 引起 的 辐 慰 向 上 的 
力 ， 国 此 质心 在 平面 oxy 上 的 拖 影 作 习 速 直线 运动 。 太 失 一 般 
性 ， 可 认为 它 不 动 弛 一 # 一 0 ， 此 时 质心 沿 希 和 埠 线 运动 。 
令 。 
G@1 一 忆 士 上 1 ti ors (8.5.73) 
并 取 记 号 
X=EinP+Ycosp, YX,—éecosp— Vain (8.5.74) 
特 (6.5.73) 代 入 (8.5,70)， 得 到 系统 的 Lagrange 汲 数 为 


L= Sm (St 97s 57) )? ty {A $y +9008p)? 
BY, —ésinp): Co050+ PY} 


—mg{lgi— (SP 十 人 7 十 上 9) (6.5.75) 


* S62 + 


1 22 6.5.79) 
为 求 得 Hamilton 形 妆 的 运动 方程 ， 需 作 变 换 (8.5.47)， 了 好 
gi 二 1, qr = PCN, Q) {6.5,.80) 


其 中 
QQ = (C0,, 0 , cd, ) 
微分 方程 组 (6,5.49) 成 为 


Pp 、 
好 2 2 aa ta SO = os (j=2,3,4) 
(8.5.81) 
于 和 初 条 性 
,| =0) (j=?,3,4) (6.,5.,82) 


号 1 = 站 

在 一 般 情形 未 不 能 得 到 蛮 换 人 16.5.80) 的 显 下 。 查 旭 冰 系数 
1 二 全 二 2,3,4) 很 小 ， 弄 Cauchy 问题 (8.5.81)、(6.5.82) 的 
解 可 家 为 小 参数 的 级 数 形式 。 在 本 问题 中 a1 4 一 0， 而 G1s 利 a1 3 在 
乓 体 表 面 接近 于 球面 且 球 心 为 质 旋 时 是 很 小 的 和 。 

假设 刚体 过 而 近 栏 于 半径 为 R 的 球面 并 表 为 方程 

f=Ri— (#2 ++) TA (e064)=0 (OA) 
其 中 钞 数 人 为 其 宰 基 的 解析 冰 数 。 系 数 a1s 各 413 蚜 与 & 同 阶 的 小 
景 ， 

当 R 一 0 时 ， 柄 体 为 球 ; 球 的 质心 与 其 几何 中 心 重 合 ， 在 一 般 
情形 ， 球 不 是 名 质 的 而 有 任意 的 中 心 惯性 椭 球 。 Lagrange 函数 
如 og 由 两 部 分 组 成 


™ 


Lo=Lo "+i?) {6.5.83) 
其 中 了 0) 为 描述 刚体 租 对 质心 的 Ruler-Poisson 运 动 的 Lagrange 
函数 ， 如 在 (5.5.77} 中 取 m 一 0，$ 一 0, 则 可 得 到 它 的 表达 式 ; 
贺 数 LF 描述 球 心 的 运动 C91 二 2 一 六) 


1 ， 

Lo = mi 9g 9g1:>0 《6.5.84) 
此 Lagrangc 消 数 LY 的 输 瑟 系统 和 HY 有 了 amilion 尖 数 
35654. 


五 ,一 厅 册 十 五 和) (6.5.85) 
其 由 古 由) 是 了 nler-Poeisson 问 题 的 Hamilton 玫 数 ， 币 


HJ Pr .+mo lqil {6.5.86) 


Euler_Ppoisson 汉 己 为 从 所 周知。 现 研究 到 站 刚体 质心 
的 运动 ， 它 田 16.5.86) 描 法 。 在 男 6-4 中 建立 辅助 系统 TY 的 势能 
7 5 导 乃 相 于 责 91 pi 上 的 轨道 。 每 条 相 轨 道 用 对 称 于 办 9 一 各) 
折 物 钱 弧 表示 。 系 统 避 i 中 所 有 运动 以 == 术 2h/g) 方 周 期 ,其 
届 为 球 离 平 国 上 升 的 最 大 高 度 ， 量 值 ?等 于 球 与 平面 第 育 砍 磁 接 
和 第 十 ?次 碰撞 间 的 时 间 间 限 。 在 图 6~-5 上 给 内 在 对 05 中 虹 9 对 # 
的 依赖 关系 ， 友 f= 二 0 时 gi 一 0。 数 gy (相册 分 段 抛物 线 组 成 


(C29): 1— gt (os<t 7) 
q(t)= - ， 
0 

(6.5.87) 


国 6 一 4 图 65 


出 Lagrange 隙 数 (6.5.84) 描 述 的 质心 的 真实 运动 周期 为 7/2， 
等 于 球 与 平面 两 次 相继 磁 擅 间 的 时 间 间 本。 对 真实 运动 ， 本 
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G1《 和 的 图 可 由 图 8~3 用 焰 于 时 河 轴 下 方 的 部 分 相对 此 轴 的 镜 象 映 
里 来 得 到 {图 6-5 中 的 并 线 )。 真 实 运 动 的 相 图 可 由 图 6-4 中 仅 取 
4, 守 0 的 那 部 分 轨道 并 补充 轴 gy 一 0 上 的 相应 线段 而 得 到 。 例 如 ， 
为 由 轴 助 系统 的 相 轨 道 8cd 得 到 真实 系统 的 和 辆 道 ， 和 需 对 弧 apc 
补充 一 线段 va 。 由 点 c 到 点 6 的 过 滤 发 生 巾 牙 ， 这 相应 于 球 与 平面 
的 磁 擅 ， 

对 天 0 的 情形 ， 可 借助 代 07IMorop9s 定 理 作 定性 讨论 '，]。 


36.6 ” 受 单 面 完 整 约束 的 非 完 
整 系统 的 运动 方程 


1。 问题 的 提出” 没 力 党 系统 的 位 形 册 rn 个 广 闵 誉 标 g1,… 
qu 确定 ， 它 的 运动 受训 一 个 理想 单 面 结 来 
如 1 六 人 {6.6,.1) 
以 及 mm 过 个 理想 双 面 线性 齐 次 稳定 的 非 完整 约束 


DX su (=i) 6.6.2Y 


将 非 守 整 约束 分 小 两 类 ， 对 j=1,，…， my， 贡 系 (6,6,2) 仅 
根 制 q = 二 0 的 运动 (第 一 类 })， 而 对 i 一 m1 十 1，…:，m， 册 限制 系统 
的 所 有 运动 (第 二 类 )，, 

系统 的 运动 可 用 分 段 描述 法 和 全 程 横 述 法 来 研究 。 

2， 分 段 描 述 方法 如果 上 华 标 g| 在 t= 二 1* 时 变 为 芝 ， 那 么 对 单 
面 完 整 约束 发生， 对 第 一 类 纳 束 也 爱 生 碰撞 。 假 疫 碰 挤 是 绝对 
弹性 的 ， 据 和 牛顿 假设 ， 有 关系 


g(t 二 0)=—j (1*—0) | 
calt +0)=—c(tt 0) (f=1, oe, m1) 
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无 磁 擅 的 运动 可 用 通常 双 面 非 完整 系统 的 运动 方程 来 描述 ， 
柄 如， 可 用 Boltzmann-Hamel 方 程 来 撕 述 . 取 +# 个 准 速 度 如 
下 ， 


四 
T+ 一 Yisd, 

#=1 (6.6.4) 
下 sy 


其 中 1 ,为 g 的 征 数 ， 则 疗程 在 区 域 g1 >0 上 有 形式 


4 Dy Dr ; 


di dm 3F。 f=1 a 


=P, (k=1,,n—mim) (6.6.5) 


T=0 fr 一 下 一 二 十 到 1 二 1 他) - 


其 中 了 为 考虑 到 关系 (6.6 .4 而 组 成 的 动能 ， 但 要 注意 在 计算 
3 工 时 仅 在 最 后 才 用 了 ,一 0; P, 为 祖 应 于 准 举 标的 广义 力 ， 非 


dri 


完整 性 系数 ?4 为 


这 里 ovs，6。 为 广义 速度 与 准 速 度 间 关系 的 矩阵 元 素 
d=—(b)7 , z=(0)g 


对 qi 二 90， 系统 的 运动 也 用 方程 (8 .6.,5) 揪 述 ,但 作用 在 系 入 . 
上 的 主动 力 必 须 加 上 上 单 面 约束 反 力 ， 且 指标 为 R= 1，，…，z 一 mi 
关 一 攻 一 拉杆 站 


为 建立 磁 摧 烛 互 作用 ,可 在 (6.5.,4) 中 取 
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3 了 
39， 
其 中 了 "为 考虑 到 {6 .6.4) 第 二 组 所 组 成 的 动能 。 准 速度 在 磁 拉 后 
的 值 ,由 条 件 (6.6.3) 及 X41(i 二 2，…,# 一 科 ) 的 连续 性 得 到 。 这 些 
值 可 作 汶 方程 组 (6.6.5) 的 初 条 件 以 确定 下 一 次 碰 罚 前 时 间 间 党 

例 8. 单位 质量 、2ii 扩 重量 、 单 位 半径 的 色 质 球 在 斜面 卫 ， 
上 无 请 动 地 湾 动 4 卫 永 不 离开 已) 并 与 绝对 粗糙 平 症 忆 Ps 不 直 
于 号 ,) 相 磁 。 试 研究 球 的 运动 。 

[ 解 1 本 问题 中 ， 平面 ;实现 单 曾 完整 的 束 和 第 一 类 非 完 
整 约束 ， 而 平 匣 Pi 实现 第 二 类 非 完 整 约 来 ，。 

引进 局 件 坐标 系 QXYZ， 我 轴 O 革 和 QO2 分 别 在 平面 Pri 利 P 
上 并 与 OY 垂直, 而 OFT 沿 Pi 和 了 Ps 的 交 线 并 使 坐标 系 为 右手 系 ( 图 
6~6)。 取 广义 誉 标 为 gi 一 % 一 1!，9g2 二》，93 二 9，g4 一 ,gs 二 ?， 
其 中 x，y(z 半 站 为 球 疙 瞧 标 ， 第 ， 自 ， 轨 为 Euler 角 ， 


TI 和 一 


(j=2, ,pn—m) C68.6.7) 
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系统 动能 为 


T= (d+) + 3 a (m2+os 十 3) (6.6.8), 
其 中 
O0008$ 十 Psin Osin | 
， ， | - 
oy Esing— Psingcosy (6.6.9) 


ED 一 果 cogs0 十 六 


而 a 为 球 对 直径 的 钳 信 玉生 。 广 六 放 为 
Qi=—c080, Qs=—cosp, Qs=Q=Qs=0 (6.6.10) 
其 中 co8se，cos 太 ，cosy 为 锁 重 向 上 的 单位 大量 的 能 标 。 
系统 所 受 单 出 约束 为 
O10 {6.68.11) 
第 一 洪 韭 宛 整 约束 为 
| 一 六 。 一口 ,一 0 (6.6.12Y 
第 二 类 非 完 整 芍 来 为 
C= . 
- co0 | (6.6.13) 


(1) 首先 ， 研究 gi 记 0 下 的 运动 。 淮 坐标 Tz 和 淮 速 度 xw， 据 
《8.6.4) 和 (6 .6.7)， 有 有 形式 
下 1 一 人 1 一 Ci， Ti =0, 0, X=0s=0 


a7 8 | gi2 1 > 
守 pv ~ ao, 2 T1 二 和 2) 十 od 


" (gE | 1207)g 0 


(68.6.14} 


我 们 米 计 算 不 计 非 党 整 约 求 财 的 动能 。 内 


完 2 十 G2 守 8 


和 二 这 一 
2 1 1 十 2G2 
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, 守 4 十 0 守 
Ds 一 宙 s 一 委 一 帘 s 一 ?2 
x sz 5 1 207 
Dy 二 1 一 并 4 一 宙 | 一 定 。 
宛 上 ?六 
加 = 一 4 一季 3 一 2 > 
1 十 2 


一 

将 其 代入 (6.6.8)， 得 
T= (1+a?) 十 (十 (1 十 ?二 起 

十 二 ?站 一 24。 和 2 (8.6.15) 


再 计算 与 准 坐 标 r; ，xs ，zs 相 应 的 广义 力 Pi ，Pa，Pa。 
因 广 义 力 的 建功 为 


A=Q1d91 十 已 :09 


而 
也 
qi=67T1, 9 一 和 
故 
有 Wa? 
0 ATN Tt dr tr ds 
=PiST, Pd, 二 + PBis 
于 是 
五 ,一 已，， P, = 2 _ Co: 


mk 人 " ‘1 
1 十 263 Ps 1+2a (6.6.16) 


下 面 计算 Boltzmann 三 标记 号 7 了。 由 (6.6.14)， 名 


1 0 0 0 0 
0 1 十 G? 0 a geo8g | 
(a)=¢ 0 1 0 一 1 —vosg 
1 0 —gin$ 0 nen | 
0 1 CoB 0 sngsin¥ 


- 360 ， 


剧 入 + 六 


章 春 


因此 


Ta 一 一 一 
$= 一 也 一 
?13 一 一 1 一 
P23 = -y= 


la” -py x 
ta , 其 余 ? 二 一 0 


1 ?03 


ee 各 (8 ， 8 i 


-各 +V yy 2 


r=1 r=1 


dd a7 
Qt 9 市 ， 
d 23T 
df 3 和 -这 一 
d 37 
dt HN 2 < 
由 (6.6 48) 得， 
QF 
EA 
9 了 
3 Wal a ts-0 
a7 | 
QO als ,zo =0 
3 了 
一 一 - 一 站 
OT 
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> Da 3 


一 《1 十 67) x 


_ 
l+2a: 
= lt) 3 


1 二 2g 


(k=1,2,3) 


3 市。 


1 


(6.6.18) 


?7 (k=1, 2, 3) (8.6.20) 
a7 


1 el 


将 (6.6.19)、(6.6.20) 和 (6 .6.16) 代 入 {6.6.,18)， 并 整理 得 - 


Cogo 
Ti 
T=—Cosp (8.86.21) 
Cos 有 
3 1 二 a? 
以 及 
了 (8.8.22) 
现在 来 积分 方程 组 (6 .6.21)， 令 !1= 二 0 村 守 1 ins 二 
注意 到 人 #, 一 91， 则 (8.6.21) 第 一 个 方程 可 积分 沪 
n= sts a 十- 有 of 十 了 0 C8 6.23) 
第 二 ， 第 三 个 方程 可 积分 为 
Ts —to08p tAl, Ts 一 一 - A i 十 A， 
(6.6.24) 


其 中 万, ，As 为 积分 常数 . 


(2) 其 次 ,研究 磁 入 过 程 及 磁 后 运动 。 假 设 球 与 平面 PP 的: 
磁 擅 是 绝对 弹性 的 ， 设 {一 1' 时 发 生 碰 檀 ， 风 有 


g(t )=0, f(t"T0) = Ct"—0) 《6.6.25) 
将 第 一 式 代 入 {6.6. 33), 则 1* 满 足 尖 系 
— ge J! *#“ Tdi0f* 二 gi10 一 (8.6.26) 
不 妨 设 910 六 0， 间 o>0， 则 (6.8.26) 两 很 为 一 正 一 针 ， 人 分别 记 作 
i# 与 六。 容易 看 出 
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CO8S 人 区 jeru 2cos a 
_ 所 t 
014) 二 (5 rat Tlo 
CO 轿 COose > 
-一 一 fo 二 一 拓 和 = 
a) 
(6.6.33) 
令 (8.6.33) 的 呈 概 为 f= 六 ) 玉 t， 加 
nr 名 
2 (2 ij 
[一 和 (6.6.34) 
LOS 
1 十 本 
利用 (6.6.26)， 祝 万 证 明 
1 ti ={i—t? (6.6.35) 


利用 (6.6.35) 和 (6.6.28)， 容 电 证 明 第 二 次 健 弟 违 度 与 第 一 次 碰 
前 速度 相等 。 因 此 ， 第 二 次 仅 后 速度 号 第 一 次 健 后 速度 并 相等。 

于 是 gi 二 910 引 的 个 坟 程 村 以 描述 吉 下 ， 9 以 菜 910o，910 初 
条 件 向 上 运动 至 最 大 襄 资 六， 然后 下 党 。 当 t= 时， 发 后 第 一 
次 君 擅 。 碰 后 反弹 至 禹 大 高 席 ， 吉 下落。" 轩 二"* 寺 ， 发 于 第 二 
认 毁 壤 。 班 后 反弹 节 妈 大吉 下 ， 形 下落， 个 等 。 全 过 程 吕 天 为 图 
87。d1 一 QI 民生 个 于 手 河 线 , 最 大 商 产 有 = 1 二 a2 有 0/ (2c080) 
了 gio 周期 += 2(2hcose 太 1 十 aa ?网 两 次 相 毕 辜 拱 问 的 
了 时间 间隔 ) 。 

下 面 研究 淮 速度 在 磁 措 前 后 的 变化 。 首 先 醋 究 4。。 由 (6.6. 
24)， 我 们 有 第 一 次 三 挤 和 前 的 规律 


Ta 一 一 本 QoSP s+ As (Of 0) (6.6.36) 


因 *，=c1 是 第 一 类 章 完 整 约束 ， 册 (6.6.3) 知 第 一 次 嫉 撞 前 后 的 


本 8 一 7 
(二 0 一 一 (一 0 一 全 -8 — 4, 
{6.6.37Y 
而 站 后 十 0 和 1 和 3+ 一 0 时 ， 有 
-Cos 月 coap _ 
T= t= 二 6 +2+" 1 a dd (6.6.38) 
弟 二 次 碰 措 前 后 关系 为 
下 i** _ ss COS 甩 
Tf "十 0) 二 一 (Ot To? 
ot 8p 1 (6 6.39) 
~ ito 
二 此 ， 当 1"' 十 0 所 1 所 fr*“ 一 0 时 ， 有 
* __, cosp »** COSB ,,» cosp 
Fe 1 rar 2+ 1 Fo? 2 1 Tar Ts 
(6.8.40) 
第 三 次 碰撞 前 的 准 速 度 为 


" 366 * 


cE cos ot** Cosp 


1 +a? 1 十 
2 +. (6.6.41) 
类 站 于 (6.5.35)， 有 有 
1 (6.6.42) 
于 是 得 
T1020) (6.6.43) 


Ts 二 8(!) 的 图 形 如 图 6-8 所 示 


图 85-8 


其 次 研究 T,。 因 :在 球 与 平 饭 忆 相 赚 时 并 不 改变 故 
3 一 一 foosB 十 二 《6.6.447 
它 允 任何 + 都 对 。 
不 面 研 究 &a 。 由 46.6.14) 知 &a 依 顿 于 二 。 和 亚 。， 故 间 ;在 碰 擅 
于 也 发 生变 化 。 我 们 有 


* 3B7 * 


1 4 _ < 一 
et 
{cosp 0 AAs Lo 
| 1 十 @2 1 十 26” 《1 十 efIL 十 202 
Ya 一 | ， toeosp 人 
cos 月 Ata A 
于 ay 
~、 tt )cosp G00) 
{6.6.45) 
于 荐 青 可 求 得 @;， Dp, fps 


这 个 例子 是 作为 一 般 理 论 的 说 归 例 子 。 江 然 ， 就 这 一 例子 本 
好 来 说 ， 用 质心 运动 定理 帮 相 守 质 访 的 动 于 让 定理 也 基 可 以 解 淮 
的 。 

3. 全 程 推 述 方 法 ”上述 分 段 描述 方法 比较 复杂 ， 因 为 为 求 
得 运动 的 整体 性质 需 不 断 丽 变 初 条 性 以 硝 定 下 一 次 磁 撞 时 时 间 a 
取 内 的 运动 。 处 理 单 面 约 束 双 统 动力 掌 的 对 一 种 方法 是 供 肿 整个 
不 移 受 磺 护 的 辅助 系统 更" 来 拱 述 系统 于 的 运动 ， 这 各 方法 可 科 
为 全 程 措 述 方法 。 


在 相 空 间 {q"，%3 中指 述 系 统 型 * 附和 运动 ， 系统 于 和 到 * 
的 轨道 馈 关 系 为 
qi1= Jgt| ,qe =g, ,Gu=g, Ti=x1(sangi)’! 
人 二 1， nm 二 l,l 
一 (6.6.468} 
to 其 他 : 
我 们 有 如 下 定理 。 
定 更 ” 相 空 间 中 轨道 (6.6.46) 用 下 述 廊 程 组 环 找 述 
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d 397° _ 27”, VI T* 1 
at 0 pT = 
: 8 ! 二 二 上 1 dT 

{8=1, ,Rm 二 +.) 
江 ? 一 从 Cr 一 站 一 了 十 中 


和 Py BE, I 
yit=pi, sgng) HY tt 


Pi=P,.(sgnogi)r, 

(68.6.47) 

站 各 动能 天 达 式 ， 
关系 46.6.24 人 请 是 站 谭 约 束 和 及 | 86.1) 和 碰撞 条 件 (6. 6. 

3)。 1 宙 避 昌 避 如、 8 .46 各 万 各 (6.6.47) 导 出 方程 人 6.6.51。， 而 


县 ,方程 级 (6.6.47) 的 解 用 空间 Cg"，7*) 的 连续 曲线 来 描述 。 

国 此 ， 条 用 .信和 定理 可 吉 接 朱 述 单 而 约束 系统 运动 的 全 过 还 ， 
现在 用 人 全程 描 述 方 法 来 计算 例 8。 对 此 例 布 0 一 5， 王 一 3 
二 1， 座 及 


“1 (一 1 3) 
?yj 一 (6.6.48) 
0 (1=2,4,5) 
| 得 
. a » 开 , 
Vii= Yi (SENgI) 1 t ?a 2 = Vi sg, 
了 一] sgngt, yi3=71s, 
p= ,7 3 Yi, sEnNg!, (CB.6.49} 
一 1 35 芭 了 9 ， 
2 一 了 SEC 7 ， 了 一 和 
A 
, a yr 让 中 " 生 
HIS) l= ISENGI, Te— A 
. ， ， . ， 。 ~ €6.6.50) 
TG， 
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将 (6.8.50) 代 入 (8.6.159 


日 
+ 1 十 


ee 
下 3 


T* oe 1 1 2 了 - 1 { 
2 二 7) 二 Ty CT ae) 


十 cz(1 十 az)T3s 片 so 3 


本 ™ 2 
一 2 TTI 二 2 Senmy ”" ” 四 
| 
(6.6.51Y 
考虑 到 非 完 整 约 来 时 为 
学 1 ” wm 1 
了 [4 = (ra) 让 tray 7 
上 5 
村 | 
+asfl 二 es) 邱 . | (8.6.52) 


更 在 多 计算 非 完 枝 性 项 ， 我 们 有 有 


5 
37， a 只 TT" 其 
Dd Dy 
j=1 t=1 dT 下。 ds 
中 二 ， T? 本 人 » 
十 3¥ To 二 yi es 十 了 只 一 ag 
Ts 亚 3 dr 5 
a7" + 音 三 ” 县 
十 VEY 一 人 2 一 :1Ssgndz 一 一 2 
AT 站 十 全 
元 汪 2 (1 a?) 量 血 
士 ] en s+y2, 人 二 : 
2 二 05 1 十 2 了 3 


。 ”" " 
tyEsgng?(— soa ){r :+ ssgng? | 3 


1 = 和 ee] 
十 D3 (—is 2 十 并 sgEng? |= 3 二 0 


{6.6.53) 
尖 似 地 计算 得 
祝 5 
1e 07 
» DA 一 下 (s=2,3) (8.6.54) 
j=11=1 dT 
又 因 7 不 含 广 义 澡 标 ， 故 
人 
和 =—0 (s—1,2,3) (8.6.55) 


再 计算 广义 力 。 国 
5 4 一 站 DT 十 PS 十 已 5Ts 一 已 ?37 十 PSz: 
+Pidns 
知 (6.6,50) 知 
ST—HT1sSEng1, Ts—=6T, dT3—= TSEng? 
莹 
Pi=Pisgngi, Pi~P,, Pi=P,sgnog? 
(6.6.58) 
最 后 ， 将 (6.6.51)， (8.6.53) 一 (6.6.56) 代 入 (6.6.47) 并 连 
再 ， 得 到 


Cou 。 
下 二 ,Sn 
1 1 ar "di 
4 0p (6.8.57) 
cosp : 
他 二 一 三 
3 1 十 gz ® "a1 
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以 芒 
一 (6.6.58) 
现在 来 积分 方程 (6.6.57)。 因 g== 守 !， 朴 方程 (6,8.57) 第 一 
个 可 写成 


qi1—— sgngi 

la 
令 co8sa2>0，3100)=0， 上 式 可 积分 党 

d= Tan 一 了 (—TEIET) (6.6.59) 
解 (6.6.5 的 用 图 6-96 雯 二， 它 有 周期 2r， 因 g = lg 中 ， 故 gg 有 
周期 (图 6-95)，。 


#| 


(to) Cas 


58- 


方程 (6.6.57) 的 第 二 个 和 第 三 个 积分 为 


也 音 


To=A toosp 1 ( 
ps 党 

fcogp 6.6.60) 
Ta TT eitA: / 


“ 312 。 


六 而 


,icosf ， :十 24asegmay 
人 一 一) 
扎 及 
De do, My 
- _ 六 要 
Hi = Tt Ase ni (6.6.62) 


1 二 20* 


6.7 单 面 非 完整 约束 系统 的 
运动 方程 
1. 问题 的 提 则 ” 设 力 学 系统 的 位 形 册 4 个 广 站 上 化 标 qs (s 三 
1,… ,来 确定 ， 并 受 有 g 个 线 作 非 完整 约束 ， 其 中 g 一 ! 个 是 双 
前 和 前 : 


型 


> (eri+rls stq, 1 saaritg,t)=0 


所 一 1 ， ev 如一] 
| | (8.7.1) 
si | 

Darrakg, i) +arr(g, 1)>0 《6.7.2) 


例如 ， 如 果 (6,.7. 细 中 等 号 相应 于 纯 滚 动 ， 则 (6.7.2) 表 示 又 
滚 又 滑 状 态 ， 且 滑动 被 限制 在 一 定 方向 上 。 


问题 在 于 描述 问 时 受 有 单 面 非 完 整 约束 和 到 商 非 完整 约束 的 
系统 的 运动 。 


2. 运 入 的 撞 述 选取 2 个 彼此 独立 的 准 速度 


下 


= 一 arsdstas (R= ,1) (6.7.3) 


上 攻 二 I 


设 由 此 可 艇 出 广义 速 诬 
Vtt, (s—=1,*,n) 《6.7.4y 
让 二 上 
于 是 约束 {6.7.1) 和 (6.7.2) 成 为 
和 pri 一 0 (8 一 1 0 一 1 (6.7.5) 
地 。, | 六 0 (6.7.6) 


如 果 不 计 非 完整 芍 科 (6.7.1) 和 (6.7.2)， 则 系统 的 运动 可 用 
Boltzmann 一 Hameil 六 程 来 描述 :4247， 


re 07 A Vy D7 


r=1 t=1 


本 
全 并 
T=1 “了 Tr 


其 中 了 Boitzmana 三 标记 号 
ye 一 W， Qosp__ gas ， 
了 1 总 > jie (6.7.8) 
而 
E. C 4 dusp dis 
bp 》 (各 Cg rzm 


k=1 r=1 


二 3- das jp (68.7.9¥ 


Ags 
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注意 到 ?fa，88 亦 可 用 交换 关系 给 出 


d 所 
ore—67s — Dorel 一 gg Bel 


下 一 了 


十 > y 了 让 第 四 十 了 下 六 春江 册 


站 二 | Ht=1 
(s=1," ,4) (8.7.10) 


方程 (6. 四 -了 1 中 4 ~ 于 用 淮 : 绎 标 才 下 的 量 ， 
方程 (6.7.7) Re 在 于 不 侈 可 妍 究 引 浴 动 ， 而 且 达 可 研究 - 
滑动 和 情形， 因为 对 完整 系统 和 非 完整 系统 它 具 有 同样 的 上 找 式 ， 
现在 ,首先 功 虚 非 党 整 约束 (86.7.0) 呈 (6.7.,2) 取 等 号 的 情形 。 
上 时， 四 


下 -一 


十 二 +r1 一 日 
而 方 杏 {6.7.7) 有 形式 
d 97 Pi 
人 二 Je 一 .一 外 直 
dt oT + > dT. 


六 07 ~—B, (y=1,'.,8) (68.7.11) 


T=1 3 ， 


这 就 是 通常 双 面 非 完 整 系统 的 Boltzmann-lHamel 方程 (9 。 
其 次 ， 考 虑 (6.7.2) 取 不 等 号 情形 。 此 时 右 


Tt pp 二 0， A 0 


而 方程 (6.?.7) 有 形式 


lL ye, et > De ; Ea 


+ Ye HF py :£) (6.7.12) 


r= 三 1 Eq 下 
d 加 订 +1 a37 , 
2 
dz 1 机 r=1 w=1 OX 
tere Ponth. +1 (6.7.13) 


其 中 届 , ;为 单 面 非 完整 芍 东 反 力 。 方 程 组 (6.7.127》、(6.7.13) 
不 封 采 ， 因 些 疝 短 给 出 中: 的 依 恕 。 例 如 ， 如 果 :1 炉 由 党 动 
引起 的 摩 探访， 那么 站 重 库 仑 定律 给 出 一 个 补 序 方程 。 

最 后 ， 考 虑 由 。 ;二 0 到 xz ,41 一 0 的 过 渡 同 题 。 有 有 时， 这 就 
是 由 滑动 向 滚动 的 过 渡 。 

例 9 质量 为 wm， 汶 径 为 g 的 勾 质 网 球 沿 粗糙 水 平 查 淡 动 ， 
并 县 接触 点 的 消 动 仪 在 固定 方向 ( 轴 ox 正 向) 上 上 发生。 试 研究 奈 的 
运动 筑 律 。 
1 [ 解 】 首先 ， 作 预备 计算 。 取 球 心 从 义 x ，y{3 寺 8) 上 太 Eu- 
er 角 胸 ,日 ， 风 为 广 艾 吾 标 ， 令 

qi =0, q2=P, gq93—=¥P, gi.=%, qs—Yy 

准 速度 记 为 


En 二 Ecos 十 Psin 9sin 蕊 

Ts =0y=Esin$ Peingcosy 

x 二 Ds 一 细 十 ¥ cosp 

r= 0y=i—a(dsiny 一 psingcosy) 
Ts =y+ams=y+a(dcosy+ P singsiny) 
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9 人 他 7 
二 = - je -一 一 一 证 
习 灾 1 I# = sd 1+ 9 守 。 1 了 4 Se 2 | 
9 | 2  。 A | 
=- 一 党 = ~” 
Ba lds-o BY Ta dx,lrarie-o MO ] 
| 
站 六 pt | 
Qs ws 和 " | 
《6 .7 .18 广 
及 
人 a 六 
4 b 广 和 
pr 辣 一 3 一 一 二 十 和 3， 一 二 一 六 ， 
忆 和 Hl 9 六。 Ss -+1 SE 里 号 荆 DT。 斗 
1 
?81 二 一 字 
十 ?51 FE a 
一 (一 1) 于 mg2 讽 3 和 十 1 rn02 宙 2 二 3 十 【一 @) Tt 
| 
【6.7.197 
关 似 地 有 


Ej 如 
77 -一 0 (7=2,3) (6.7.20) 
OT, 


役 主 动力 向 质心 简化 的 主 笑 为 VW， 主 第 为 19"”， 则 其 虚 功 之 . 
和 为 


6'.4= Bx 二 BY 十 拆 ] TT 十 堵 2 了 Tp 十 坑 26T 3 


F; 
(这? 一 oP) B71 十 (过 3 二 aF 1)57Ts 十 坑 3T 
(8.7.21) 


3178" 


(6.7.22) 


37 一 (v=1, 2, 5) (6.7.23) 


骆 (6.7.18)7、(86.7.19)、(《6.7.20)、(6.7.22) 和 (6.7.23) 代 
入 了 olitzmann-Hanel 方 程 上 6.7.11)， 我 从 得 到 


(mo? 从 | 二 高 一 oa 六， ] 
5 
1 
-5 mu 2 一 前 > 十 GT | (6.7.24) 
2 ma? 世 3 一 大 8 ] 
第 三 ， 研究 x , 盖 0 的 情形 ,我 们 有 
aF | omarr,, .a7 | 一 了 oo 和， 十 0 
0 市 5 5 "dol 5 
Os Ts™ 0 Wi 3 家 ,|*5=0 MOT HT, | 
| 一 ma / 
(8.7.25) 


97 0 jim=0 (p=1, 2, 3,4) (6.7.26) 
T=-1 Hu=1 dx 


此 时 主动 力 重 切 之 和 的 表达 式 不 同 于 (6.7.21)。 由 8 天 
起 的 虚 功 以 及 沸 动 崖 擦 力 下,( 方 高 与 轴 90x 亚 向 相反 )》 的 碟 功 要 
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各 进去 ， 我 位 
8 二 一 依 1 Bx 十 他 ,5y 十 疯 ? 6 十 训 Y 87 十 丙 9 5 ， 
— BT, 


=— (haF) 7 + (mtorr ) dr tm 


+ CF —F)BT, 


丹 此 
瑟 , 一 未 ?一 G。， ,二 这 2 十 aF | 
6 .7 .29 
Pa—m}, PB,—Vi—F, ey 
六 
aF 
0 (P=1,2,3,4) (6.7.28Y 


将 (6.7.25) 一 (8.7.28) 代 入 方程 (6.7.12)、(6.7 .13)， 我 们 
得 到 


车 
| 
A 
| 
St 
| 
名 
= 


ma#, 十 m 芝 二 FF) 一 了 | 

， 为 使 方程 (6.7.29) 封 闭 ， 需 补充 一 个 方程 ， 由 岸 伦 摩擦 定律 

(PEPI)ISPN pmg (6.7.30) 

其 中 9 为 滑动 摩擦 系数 ,关系 (6.7.30) 中 出 现 的 不 作 虚 功 的 力 五 ， 
可 由 

my =F.F, (6.7.31) 


* S80 + 


和 确定， 其 中 严 y 的 方 广 党 镭 93 们 训 。 考 让 革 亚 完整 外 革 s=0 ,也 
(6.7.31) 得 到 
Fy=F;: ma 《6.7.32) 


这 样 ， 由 方程 (8 ,7,29) 以 及 美 双 (6.7.%0)}、(6.7.32) 全 可 求解 运 
动 . 

最 后 ， 研 究 由 #, 守 0 向 全; =0 的 过 液 问题。 设 外 加 主 动力 前 
主 拓 ，、 主 于 为 喜 ， 邵 


Fs Te me 四 
让 二 六 二 0 


网 (6.7.29) 成 汶 
二 md? 0， G2 从 5 十 WG 半 4 一 
， 1 (6.7 .33) 
0 0 ] 
《6.7.3$2) 成 为 
y= 攻守 0 
两 人 6.7.30) 给 地 
-Thog 
积分 (6.7.33)， 得 
OT 0 Qs 一生 3 
| 
ao; 一 一 ov 二 291 | 
24 f 《6 .7 34 
7? | 
Ou= z= ot | 


其 中 jo Oo Gao O40WNOL Oo; Oy, Wl 人 约 初 值 ， 令 Oyo 

0, 网 当 0Et30000/(799) 时 , 潮 , 疡 0, 球 沿 轴 6x 生 向 注 动 ， 此 

时 下: 二 ?mg; 而 当 1 二 29 000/(7?9) 夺 ，, 二 0， 球 作 纯 深 动 ,此 
. 1 

时 (FETS) ix vmg, 
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对 外 姗 主动 万 在 零 请 形 亦 可 作 关 似 诗 论 
| 题 
1 利 志 (6.5.67 机 (6,5.7 十 Hf 究 真空 中 重 点 受 单 面 约束 
六 并 在 仆 下 平面 oxyfox 罚 水平 I 乘 定 上 3》 内 六 运动 。 涝 设 
项 点 包 二 站 位 撞 时 为 绝 仙 弹性 全 
2 . 二 太古 名 


_ 一 
人 TI)d4 一 一 )， v= Yt+o Cg,9 为 任 
常数 a>0), 而 卫 (5 =| sgacosy a9 


3.。 试 由 (6.5.35) 利 (6.5.36] 守 出 (6.5 373。 
涝 由 (6 ,5,61) 导 出 关系 (68,5.63)， 
交接 由 (6.6.46) 及 方程 (8.6.47) 导 出 方程 (8.6.,5)。 
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